
DONG DOAN CHO HQC SINH THONG 
DVNG SUY LU4N QUY Nl}P THONG HQC HiNH 

1. van de 
Rat nhieu nha nghien cuu cho rang giai quyet bai 

toan va phan doan bai toan Ia hai hoat d¢ng quan trong 
cua toan h<;>c. Polia (nam 1954) da dua ra vi dv ve phan 
tich qua trlnh phan doan thong qua vai tro d~c bi$t hoa 
va tong quat hoa trong cac ho9t d¢ng toan h<;>c. Trang 
d;:Jy hQC toan, vai tro cua phan doan chiem Vj trf kha 
quan tr<;>ng. Ngay nay, d;:Jy h<;>c toan khuyen khfch tfnh 
tfch ct,tc cua hQc sinh (HS) trong cac tlnh hu6ng toan hoc. 

Nhieu nha khoa h<;>c da co nhieu dong gop co y 
nghla trong cac c6ng trlnh nghien cuu ve phan doan, 
trong d6 phai ke den Fischbein (1987) da xem xet phan 
doan nhu Ia st,t bieu dien cua tri giac. Con Mason (2002) 
da chung to duqc tam quan tr<;>ng cua "moi tru'ong 
phan doan'~ M¢t s6 cong trlnh nghien cuu phan doan 
duqc tien hanh thong qua "moi truong hlnh h<;>c d¢ng" 
(Arzarello (1998), Furinghetti va Paola (2003)). Tac gia 
Bergqvist (2005) da cong b6 cong trlnh nghien cuu ve 
phan tich lam the nao de xac minh phan doan va lam 
the nao de giao vien tin rang no co lien h$ den quy trlnh 
tht,tc hi$n. Hau het cac nghien cuu deu chua lam r6 n¢i 
dung ph an doan duqc de ngh! lien h$ voi cac tlnh hu6ng 
pho bien trong d;:Jy h<;>c toan: Giai quyet van de. Nhu' v~y, 
phan doan va giai quyet van de Ia hai ho9t d¢ng c6 lien 
quan m~t thiet voi nhau. Tuy nhien, khong phai hau het 
cac van de deu dan den phan doan va cac bai toan khac 
nhau thl dan den cac lo;:Ji phan doan khac nhau [1' tr. 
55-56]. 

2. Phan doan 
Thea Logic h<;>c d9i cuong cua tac gia Nguyen Nhu 

Hai bien SO<:Jn: "Phan doan Ia hlnh thuc logic cua tu' duy, 
trong d6 cac khai ni$m duqc lien ket voi nhau de khang 
d!nh hay phu d!nh m¢t dau hi$u nao d6 cua d6i tuqng". 
Nhu v~y, chuc nang co ban cua phan doan Ia lien ket 
cac khai ni$m l9i voi nhau. St,t lien ket d6 khong chi don 
thuan phan anh m6i quan h$ bi$n chung giua cac yeu t6 
cau thanh cua tu' duy macon xac d!nh m¢t d~c tfnh nao 
do thu¢c ve hay khong thu¢c ve d6i tu'qng, dong thai 
dt,t doan nhung kha nang xay ra m¢t quan h$ nao do. 
Chinh vi the, phan doan vua c6 chuc nang nh~n thuc, 
nh~n d!nh l9i vua c6 chuc nang dt,t baa. 

3. Suy lu~n quy n~p 
Thea quan diem cua Logic h<;>c: "Suy lu~n quy n<:Jp 

Ia suy lu~n trong d6 ket lu~n Ia tri thuc chung han, co 
tfnh khai quat han duqc rut ra W st,t lien ket nhung tri 
thuc it chung han, co tinh Cl,l the han". Co sa khach quan 
cua suy lu~n quy n<:Jp chfnh Ia st,t chuyen h6a bi~n chung 
giua cai chung va cai rieng. Trang tt,t nhien va xa h¢i, cai 
chung khong ton t;:Ji bi$t l~p, ben ngoai cai rieng. car 
rieng ton t;:Ji trong m6i lien h$ voi cai chung. Cai chung 
ton t;:Ji trong cai rieng, thong qua cai rieng ma the hi$n 
ra. C6 nghla Ia, cai chung chi b¢c 19 ra trong cac st,t v~t 
Cl,l the. Do d6, de rut ra cai chung, c6 tfnh quy lu~t, con 
nguoi can phai nghien cuu cac st,t v~t cv the, We Ia 
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VU DINH CHINH 
• Nha Ha 

nghien cuu cai rieng. Chinh vi v~y, qua trlnh nhan thuc 
dien ra trong suy lu~n quy n<:Jp di w cai cu the qua cai 
riengroitoicaichung. 

Suy luan quy n<:Jp Ia suy luan W nhung chan If rieng 
le, cv the khai quat len thanh nhung chan If tong quat. 
Kieu quy n<:Jp nhu v~y c6 the dan den cac ket lu~n sai vi 
vay khong cho phep dung quy n<:Jp de chung minh. Quy 
n<:Jp co the dung de phat hi$n van de, phan doan ra chan 
If, sau do dung suy dien de chung minh. 

Nhu v~y, bim than suy lu~n quy n<:Jp khong duqc 
dung de chung minh cac m$nh de toan hQC ma SU d1,1ng 
suy lu~n nay nhu' de phan doan, tim kiem tri thuc moi 
(tri thuc khai quat) w vi$c khao sat nhung truong hop 
rieng, Cl,f the. 

NhCfng dil?u ki?n cua suy lu¢n quy nqp dung dan: 
Thu nhat: Cac su' vat cu the de thu'c hien su' khai 

quat h6a nham dua den. cai.chung phai.la s~ v~t· cung 
lo;:Ji. B6i vi chi c6 nhung st,t v~t cung lo9i moi chua dt,tng 
nhung cai gi6ng nhau, giup cho nh~n thuc tim ra cai 
chung trong st,t khac bi$t. 

Thu hai: Vi$c khai quat phai dt,ta tren nhung dau 
hieu ban chat cua su' vat. 86i vi chi c6 cai ban chat moi 
lam nen quy lu~t chi.mg cua st,t ton tai va phat trien cua 
st,t v~t va hi$n tu'Q'ng. 

Thu ba: Phai khao sat s61uqng ion cac a6i tuqng du 
de rut ra ket lu~n chung cho lop doi tuqng nghien cuu 
[2, tr.131 -132]. 

4. Quy trinh phcin doan nhO' suy hA~n quy n~p 
Chung toi de xuat quy trlnh rEm luy$n HS nang lt,tc 

phan doan thong qua qua trlnh quy n<:Jp w m¢t so it cac 
tru'ong hqp rieng re. 

Btidc 7: Quan sat cac trliang hqp ril~ng: Khi quan sat 
cac truong hqp rieng, day Ia nhung tntong hqp cv the 
cua van de d~t ra. Giai do9n quan sat nhung truong hqp 
cv the co the chi dvqc h9n che m¢t so trvong hqp. Tu d6, 
HS dt,t doan ket qua cua m¢t so trvong hqp rieng khac 
ma cac em nghlla dung theo m¢t moi lien h$ nao do; co 
the cac em dua vao cac con SO, hlnh ve, ... 

Buac 2: iMm chUng Mt qua vua dl/ doan a m¢t so 
trliang hqp rieng: Bang nhieu each khac nhau, chang h9n 
ve them dvong phl,f, ... de chuyen ve bai toan quen thu¢c 
da biet, sau d6 su dvng suy lu~n chung minh di tim ket 
qua dung cho cac trvong hqp rieng khac 

Btidc 3: Sap xep cac trliang hqp rieng m¢t each c6 h? 
thOng: Sap xep cac truong hqp rieng co lien quan voi 
nhau va h$ thong hoa chung. 

Btidc 4: Tim kiem va ph at hi?n quy lu¢t chung tU' cdc 
tniang hqp rieng: Khi quan sat ma thay tlnh hu6ng auqc 
l~p di l~p l9i va thuong xuyen m¢t each w nhien thl quy 
lu~t d6 co the ap dvng cho cac trvong hqp tiep thea. Lvu 
y, phan doan nay co the ap dvng cho m<;>i trlfong hqp. 

Btidc 5: Hinh thilnh phan doan: Nguoi h<;>c alia ra 
phan doan ap dvng cho tat ca cac trlfong hqp dt,ta tren 



mQt so tn.long hQ'p rieng aa aliQ'c khiw sat truoc a6 
nhling van CO Slf nghi ngo li~U phan aoan 00 CO hQ'p If 
khong. M<?t phan aoan chi Ia phat bieu chua auqc xac 
nh~n, chua khang ajnh chac chan dung ho~c sai thl chi 
Ia m<?t phong aoan. 

BUac 6: Khc:ii quat h6a ph an aoan: Duval (1990) g<;>i Ia 
"gia tr! nh~n thuc lu~n'; tU nhl.lng phan aoan c6 the xay 
ra dan den quy tac chung auqc chap nh~n. Neu ta tin 
rang gia thuyet a61a dung thi chung ta c6 the tong quat 
h6a gia thuyet a6 de ai den chan II. Neu kh6ng tin thi n6 
chlla m<?t phan aoan.llm them cac vf d~,Jia kh6ng au de 
khang ajnh cho truong hQ'p tong quat. 

Buac 7: Chung minh trong truang hqp tong quat: 
Chung minh gia thuyet tong quat lien quan den vi~c alia 
ra lido giai thfch gia thuyet, c6 le voi y ajnh thuyet pht,~c 
nguoi khac tin rang truong hQ'p tong quat Ia hQ'p li. M<?t 
trong nhl.lng each bi~n minh dam bao tfnh dung dan cua 
phan aoan Ia chung minh toan h<;>c. 

Vi minh 
"Cho tam giac ABC, neu M chi a do9n BC theo tl s6 k, 

BM = k.BC (O<k < 1). Hay dlf aoan c6ng thuc AM theo 

3 C9nh CUa tam giac". 
llnh hu6ng nay alia ra kh6ng phai HS nao cung 

hao hung de cac em ai dlf aoan c6ng thuc, If do cac em 
thay minh chua c6 cas& ae ai dlf aoan. Sau day Ia m<?t 
quy trinh phan aoan giup HS phan aoan tot han, dong 
thai qua a6 thuc day vi~c ai tim loi giai cho bai toan nay 
nham kiem chang phan aoan J 

cuacacem. L 
BUac 7: Quan sat trUong hqp 

rieng (/!fa chqn cdc truong hqp 
rieng aie'n hinh) 

+ Xuat phat w cong thuc fJ M c 

quen thu<?c trong sach giao Hinh 7 
khoa Hinh h<;>c 10: "M Ia trung tfnh trung tuyen AM Ia 
diem cua c~mh BC thi c6ng thuc 

AM 2 =J_AB2 +J_AC2 J_BC2 (*) ': (Hinh 1) 
2 2 4 

+ Khao sat m<?t s6 truong hQ'p rieng khac bang each 
thay aoi gia thuyet: 

Dot van ae: A 

Bdi toan 7: Neu M thu<?c L 
~ 1-

canh BC sao cho BM =-BC . 3 

(Hlnh 2) B M c 

Bai toan 2: "Neu M thu<?c Hinh 2 
1-

c~mh BC sao cho BM= 4sc LA 
(Hinh 3) 

Em hay phan aoan c6ng 
thuc tinh AM theo 3 e<:mh cua fJ M ( 

tam giac va su dl,lng suy lu~n 
toan h<;>c de chung minh c6ng 
thuc vua phan aoan. 

Hinh3 

Qua khao sat thtfc nghi~m, khi chua kiem chung 
c6ng thuc, c6 nhl.lng xu huang ph an aoan cua HS aa xay 
ra trong cac buoi thy'c nghi~m nhu sau: 

Xu huang 7: 

Ph an aoan AM2 = .]_ AB2 + ~ AC2
- .]_ BC2 auelc suy 

3 3 9 . 

luan tuang tutu c6ng thuc AM2 
= ~AB2 +~AC2 -~BC2 

. . 2 2 4 

Phan aoan nay auqc nhieu em HS & cac lop khao sat IVa 
ch<;>n. 

Xu huang2: 

Phan aoan AM 2 =3_AB2 +~AC2 _3_BC2 hoik 
3 3 9 . 

AM 2 ~ AB2 + 3_ AC2
- 3_ BC2 auelc suy luan W viec cac 3 3 9 . . . 

. ' h. AM' 1 AB2 1 c' 1 ' em quan sat cong t Lie - =- +-A · --BC 
2 2 4 

ta c6 
1 1 
-+-= 11 1 ' .. ' h ' 

=- nen ve11 trueing Clp nay 
2 2 2 2 4 . 

2 1 
-+-
3 3 

1· 3_ ~ 
' 3.3 

3_. Nhl.lng em suy nghi theo xu huang 
9 

nay g~p m<?t van de Ia cac em chua xac ajnh al1Q'c h~ s6 
2/3 d vj tri AB2 hay A(2. 

Xu huang 3: AM 2 = 3_ AB2 + ~ AC2 3_ BC2 
• Cac em 

3 3 9 

phan aoan OL1Q'C aieu nay vi cho rang aa dy'a vao c6ng 

thuc AM 2 = CM AB2 + BM AC2 - CM. BM BC2 dLJQ'c 
CB BC CB BC 

suy raW c6ng thuc (*). 

Ngoai ra, cac em con khao sat m<?t s6 truong hQ'p 
rieng khac nhu: 

M nam tren ngoai aoan BC sao cho BM = _.]_ BC . . 2 

Tuang ttl l~p lu~n tren, HS tim auQ'c c6ng thuc: 

AM 2 =~AB2 J_AC 2 +~BC2 (Hinh 4) 
2 2 4 

Cau hoi oat ra Ia khao sat A 

bao nhieu truo~g hQ'p rieng de ~ 
cac em c6 the dV aoan auQ'c quy 
lu~t cua bai toan quy n9p. Theo 
kha0 Sat thL(( te, CaC em Chi can M II C 

khao sat tU hai den ba trl16'ng Hinh 4 
hQ'p rieng Ia c6 the dlf doan aLJQ'c 
quy lu~t cho trLtong hQ'p tong quat. 

Buac 2: HS kie'm chtlng phon aoan cdc tniong hqp 
rieng aung hay sai 

Bai toan 1: G<;>i N Ia trung ·' 
diem cua MC. Ap dt,~ng c6ng thuc itG 
(*) hai ian cho hai tam giac (Hlnh 
5): 

+Tam giac ABN: c 
B JJ ,y 

AM 2 =J_AB2 +J_AN2 J_BN 2 Hinh5 

2 2 4 

=J_AB 2 +J_AN2 ~BC2 (1) 
2 2 9 

+Tam giac AMC: 
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lillJ NGHIEN CO'u ---------------------------------------

I I I 
AN 2 AM 2 +-AC2 --MC2 

2 2 4 

I , I , I , 
=-AM- +-AC- -Be- (2) 

2 2 9 

Thay (2) vao (1) ta c6: 

AM 2 =3_AB2 +_!_AC2 3_BC2 

3 3 9 
Bai toan 2:Tu'ong ttjvoi each lam a tren, GQi N, P chi a 

do<:~n BC nhu hinh ve ben can h. Ap dt,mg cong thUc (*) ba 
ian cho ba tam giac (Hlnh 6): ABN, • 
AMP va ANC ta c6: A 
AM 2 =~AB2 +±AC2 - 1~BC2 ~ 

Btfac 3: Sap xep cdc trtfang B \1 .v I' ( 

hqp rieng mot each c6 he thOng Hinh 6 

Cac truong Cong thvc tlnh AM theo 3 
Nhan xet 

hc;ip rieng c<:~nh cua tam gi;'lc 

MIa trung 
AM 2 I , I , _!_ BC2 I I 

diem cua BC -As- +-Ac- -+-=1· 
2 2 4 2 2 ' 

I I I 
2.2 4' 

M thu¢c 
AM 2 =3_AB2 +_!_AC2

-
2 

BC2 2 I 
BC sao cho +-=1· 

3 3 9 3 3 ' 
1--BM -BC 2 1 2 
3 = -

3 3 9' 

M thu¢c 
AM 2 =~AB2 +_!_AC2 _]__BC2 3 1 

BC sao cho -+-=1· 
4 4 16 4 4 ' 

- 1-
BM=-BC 3 1 3 

4 -- = -4.4 16' 
.,. 

Buc;rc 4: nm k1em va ph an Cfoan quy lu¢t chung 
K~1 nghien cvu nhung so li~u tren, cac em thay 

dVc;!C rang ~hi xet cac tru'Cing hc;ip rieng c:feu tuan theo 
quy lu~t: "Tong h~ so cua cua AW va AC bang 1 va tfch 
cac h~ so cua AB2 va AC bimg h~ so cua BC'~ 

Buac 5: Khai quat h6a phon Cfoan 
_Cho ~m giac ABC, neu M chi a do<:~n BC theo ti so 

BM = k.BC (O<k < 1) thl 

AM 2 = (1- k).AB2 + k.AC2
- (k- k 2 )BC2 

BUc'Jc 6: Chung minh trong truang hqp tong quat 
Cho tam giac ABC, neu M chia do<:~n BC theo ti so 

k, BM = k.BC (O<k < 1). Tfnh AM A 

theo 3 qnh cua tam giac (Hlnh 7). L 
Ta c6: 

AM= AB + BM = AB +k.BC B~C 

= AB +k.( AC- AB) = (1- k)AB + k.AC Hinh 7 

-2 
AM =AM 2 =(l-k)2 AB2 +eAC2 +2(1-k)k.AB.AC (3) 
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trong d6 AB.AC = AB
2 

+ AC
2 

BC
2 

2 

thayvao(3)tac6: AM 2 (l-k)AB 2 +k.AC2 -(k k2 ).BC2 

4. nghi~m van de cuu 
Chung toi thtjc nghi~m van de nghien cvu tai 

lop 1 ~ chuyen Toan cua Truong Trung hQc pho thong 
Nguyen Hu~. Chung toi chia lop thanh 10 nh6m, moi 
nh6m c6 3 HS. Cac em cung nhau hop tac de dV doan va 
giai quyet van de da d~t ra. Sau day. Ia m¢t so nh6m cua 
lop 1 o chuyen Toan da tham gia khao sat. 

Nh6m 1 

Bai lam ella HS Phan tich qua trlnh doan 

Phan doan cua HS a day dong 
vai tro ket lu~n cua bai toan. HS 
dtja vao trljc giac c6ng thuc cua 
mlnh de alia ra phan doan cho 

• ket qua bai toan moi. Cac em 
l~p lu~n ding do vi~c quan sat 
cac h~ s6 cua c6ng thuc: 

~-~···'":·r::·.:_:::;~ •. J 1 I I 
AM 2 -AB2 +-AC2 -BC 

2 2 4 

-I-
vai BM - BC nen cac em 

2 

alia ra phan doan cho bai 
to an moi trong trliong hqp 

-I-
BM -BC nen: 

3 

AM 2 =_!_AB2 +_!_AC2 
_ _!_BC 2 

3 3 9 

(j nh6m nay, cac em chvng minh cong thvc de 
kiem chvng ket qua vua dtf <'loan. Chung minh cua cac 

em dan den cong thvc: AM 2 =_!_AB2 +3_AC2 _!_BC2
• 

3 3 9 

Vi~c tim ra cong thvc khac voi cong thvc dli doan 
ban dau cua nh6m 1 khien cac em nhan dinh rang da dv 
doan ket qua cua bai toan Ia sai. Cac em t.hua nhan viec 
dtf do~n cua n;in~, man~ tfn~ cam }fnh vi c~c em ·khong 
d.~a tren c? sa k1en thuc chac chan nao ca. Tuy nhien, 
v1~c dlf aoan trvoc khi chung minh l<:~i dong vai tro thuc 
day vi~c eli tim loi giai cho bai toan de aoi chieu ket qua 
vua dtj (loan. 

Nh6m 2 

Cung tvong tlf nhv nh6m 1, cac em 
cung l~p lu~n rang: Khi thay M Ia 
trung diem cua BC ta c6: 

AM2 =__!_AB2 +_!_AC2 
_ __!_BC2 

2 2 4 

h" . h' " 1 1 1 ta t ay cac e so -; -; -- . Voi 
. 2 2 4 

. - 1-
truong hop BM =-BC thl suy . 3 

(X em tiep trang 48) 


