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QUA D{l Y CHU G TRINH L G GIAC 

Giai phuong trlnh luqng gi<k Ia van de tu'ong d6i moi 
me va kh6 voi da s6 h9c sinh (HS) pho thong khi moi tiep 
c~n ca ve tV duy va each tlm ra loi giai cua bai toan. N¢i 
dung phuong trlnh luqng giac voi nhieu bien doi, nhieu 
d<)ng toan, nhieu quy trlnh v~n d1,1ng ki nang tfnh toan, 
nhieu bai toan c6 tiem nang c6 the chuyen ve m9t thu~t 
giai. 86 Ia dieu ki~n thu~n lqi nham phat trien tv duy thu~t 
giai (TDTG) cho HS ph6 thong. 

1. Tu thu~t giai 
TDTG Ia m<?t lo<)i hlnh thuc tv duy toan h9c. N6 Ia 

phu'Ong thuc tV duy bieu thj kha nang tien hanh cac hOC)t 
d9ng sau: 

T1: Thlfc hi~n nhung thao tac theo m<?t trlnh tlf xac 
dinh phu hqp voi m<?t thu~t giai. 

T2: Phan tfch m<?t qua trlnh thanh nhung thao tac 
duqc thlfc hi~n theo trlnh w xac din h. 

T3: Khai quat h6a m9t qua trlnh dien ra tren m9t s6 
d6i tvqng rieng le thanh m9t qua trlnh dien ra tren m<?t lop 
d6i tuqng. 

T 4: Mota chfnh xac qua trinh tien hanh m9t ho<)t d¢ng. 
TS: Phat hi~n thu~t giai t6i vu de giai quyet bai toan. 
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Trong d6, (T1) the hi~n nang llfc thlfc hi~n thu~t giai, 
(T2- TS) the hi~n nang llfc xay dlfng thu~t giai. [1, tr.383l 

2. M9t so d!nh hu'ong phat trien TDTG cho HS THPT 

thong qua dc;~y h9c chu de Phuong trinh lu<;tng giiic 
a. D!nh hu'ung 1: Thlfc hi~n nhung thao tac theo m<?t 

trlnh w xac d!nh phu hqp voi m<?t thu~t giai 
f)e ph at trien kha nang tV duy nay, sau khi huang dan 

HS tlm ra m9t thu~t giai de giai m<?t d<)ng toan nao d6, giao 
vien (GV) yeu cau HS thlfc hi~n nhung bai t~p tuong tlf de 
cung c6 quy trlnh thu~t giai vua h9C. 

Vf d1,1 1: Giai cac phuong trlnh sau: 

) . 1 
a smx= 

4 
b) 2sin(2x+ ;r) 1 = 0 

6 

Sau khi d<;ly xong quy tac giai phuong trlnh sin x = m 
, GV c6 the cho HS neu cac buoc giai phvong trlnh tren, 
sau d6 c6 the dung m<?t phan bang trlnh bay quy tik giai 

phuong trlnh sin x = m, ph an bang con l<;~i trlnh bay loi 
giai phu hqp voi tUng bu'oc trong quy tk 

Laigiai 

Giai phuong trlnh sin x m . 
Bvoc 1: Kiem tra 

. 1 1 1 . . . 
a) smx= 4. Tac6: 

4 
<1. 8~t: 4 =sma, khid6: smx=sma 

+ Neu m > 1 ho~c m < -1 phuong trlnh vo 
nghi~m chuyen sang buoc 3. 
+ Neu -1 ::;m::;1 chuyen sang buoc 2. 
Bvoc 2: Giai phvong trlnh 
8~t m = sina, ta dvqc: 

sinx = m <=> sinx =sin a 

<=> ,kEZ [
x=a+k2n: 

x=n: a+k2n: 

Bvoc 3: Ket lu~n. 

~ ,kEZ [
x =a+k2n 

x = n-a+k2n 
V~y phvong trlnh c6 hai h9 nghi~m. 

b) 2 sin(2x + ;r)- 1 = 0 <=> sin(2x + ;r) = 
1 

6 6 2 

1 
Ta c6:- < 1. 

2 

. 1[ 
Vl =sm-

2 6 

' . (2 ;r) . ;r Nen <=> sm x+- = sm 
.6 6 

. ( 1[ 1 sm 2x+-) =-
6 2 

l2x +~ ~+ k2n: [x = kn: 
<=> <=> n: ,kEZ 

2 
n 5n k

2 
x = - + kn: 

x+-=-+ n 3 
6 6 

V~y phuong trlnh c6 hai h9 nghi~m. thao tac duqc thlfc hi~n theo trlnh tlf xac d!nh 
Tien hanh nhat quan nhu' v~y se hlnh thanh (J HS cuy Vf d1,1 2: Tim gia tr! nh6 nhat va gia tr! I on nhat cua ham 

tac giai phVOng trlnh sin X = m , dong thoi ph at trien (J cac 
em nang llfc thljc hi~n thu~t giai. 

b. Dinh hu'img 2: Ph an tfch m9t qua trlnh thanh nhung 

s6: 

P=x-2y+5 bietx,ythoaman 36x2 +16y2 =9. 

Voi bai toan nay, HS phai nam duqc solvqc khai ni~m 
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gia tr! ion nhat, gia tr! nho nhat cua ham so va each tlm 
ctieu ki~n de phtJong trlnh b~c nhat doi voi sinx, cosx c6 
nghi~m. GV can ltJu y cho HS rang neu g~p bieu thuc d<;~ng: 

x 2 + y 2 = I thllien tvong den vi~c d~t X =sin t, y=cos t. 

Ttl slf phan tfch tren, GV c6 the hvong dan HS hlnh 
thimh thu~t giai bai toan tren theo cac btJoc sau: 

BtJoc 1: Bien doi: 36x2 + 16 y 2 9 ve d<;~ng 

x2 + y2 = 1 

2 2 2 16 
Ta c6: 36x + 16 y = 9 <=> 4x + = l 

9 

4 
Bvoc 2:D~t 2x =sin t, -y cost sau d6thljc hi~n 

3 

phep bien doi dva bieu thuc p ve d<;~ng a sin t + b cost c. 

BtJoc 3: Tim dieu ki~n de phvong trlnh c6 nghi~m: 

az + bz ;::: cz 

BtJoc 4: Dva ra bat dlmg thuc: m :S: p :S: M . TU d6 ket 

lu~n MaxP, MinP. 
Trong vf dt,~ nay, GV can htiong dan HS phan tfch tlm ra 

m9t day cac thao tac thljc hi~n theo m9t trlnh w xac d!nh 
cte dap ung dvqc yeu cau bai toan. 

c. D!nh huang 3: Khai quat h6a qua trlnh dien ra tren 
m9t so doi tvqng rieng le thanh m9t qua trlnh dien ra tren 
m9t lop aoi ttJqng 

Vf dt,~ 3: Giai cac phtiong trlnh sau: 

a) sin 2 x+(l-J3)sinxcosx-J3cos2 x=O 

b) 3sin2 x+4sin2x-(8J3-3)cos 2 x=3 

De giai phuong trlnh 

sin2 x+(l-J3)sinxcosx J3cos2 x=O; GV c6 

the dva ra cac cau hoi: 
Kiem tra voi cos X = 0. C6 Ia nghi~m cua phvong 

trlnh ? 

Xet voi COSX = 0 (We sin 2 
X= 1) khi d6 phtJong 

trlnh trO thanh: 1 = 0 nen COS X = 0 khong thoa man. 

Voi cos x ;e 0 . Hay chi a ca hai ve cua phtiong trlnh 

cho cos2 x 'I'= 0? 

Tadvqc: tan2 x+(l-J3)tanx J3 =0 

D~t t = tan x phtJong trlnh c6 d<;~ng: 

t 2 +(l-J3)t-J3 =0 

[
t = -1 [tanx = -1 rx = - ~ + krc 

<=> t = J3 <=> tan X= J3 <=> X= ~ + kJr (k E '!L) 

V~y phtiong trlnh c6 hai hQ nghi~m. 
GV yeu cau HS thl,l'c hi~n tvong W v6'i phtiong trlnh 

con l<;~i, d61a: 

"KHOA 

b)3sin 2 x+4sin2x (8J3-3)cos 2 x=3 

<=> 3sin 2 x+8sinXCOSX (8J3 -3)COS 2 
X= 3 

+ Xet cos x = 0 ( We sin 2 x l ) khi d6 phvong 

trlnh tro thanh: 3 = 3 nen cos X= 0 thoa man. Tuc 

X = J[ + kJr, k E 7L Ia m9t hQ nghi~m cua phtJong trlnh. 
2 

+ Voi cos X oF 0 .Chia ca hai ve cua phtiong trlnh cho 

cos 2 x 'I'= 0? 
Ta dtJQ'c: 

3tan 2 x+8tanx-(8J3 3)=3(1-tan 2 x) 

<=> tan X = J3 <=> X = !!_ + k Jr, k E 7l, 
3 

V~y phtiong trlnh c6 hai hQ nghi~m Ia 

J[ J[ 

X=-+kJr,X -+kJr,kE'lL 
2 3 

Tud6GVc6thehuongdanHSavarathu~tgiaichophtJong 

trlnh d<;~ng: asin 2 x + b sin x. cos x + c cos 2 x = d ( 1) 

BtJoc 1: Kiem tra :Voi cos X = 0 c6 Ia nghi~m cua 
phvong trlnh (1)? 

Bt16'c 2: Voi cos x ;e 0 

Chia ca hai ve cua phtJong trlnh (1) cho cos 2 
X oF 0. 

Ta dtJQ'c: 

a tan 2 x + b tan x + c = d (1 + tan 2 x) 

D~t t = tan x phtiong trlnh c6 d<;~ng: 

(a-d)t 2 +bt+c-d =0 (2) 

Btioc 3: Giai phtJong trlnh (2) va ket lu~n. 
d. 4: M6 ta chfnh xac qua trlnh tien hanh 

m9t ho<;~t d9ng 
Vf dt,~ 4: Giai phvong trlnh sau: 

4sin 3 x+3sin 2 xcosx sinx-cos3 x = 0 

GV a~t van de doi voi HS nhtJ sau: 
Doi voi d<;~ng phtiong trlnh: 

asin2x+bsinx.cosx+ccos 2 x=d thl HS aa c6 
thu~t giai r6 rang. 

Nhting neu g~p d<;~ng: 

asin 3x+bsin 2 xcosx+csinxcos 2 x+d cos3 x = 0 
thl phai thvc hi~n each giai the nao? 

Tren co so each giai cua phtiong trlnh thuan b~c hai 
voi sin va cos , GV htiong dan HS m6 ta each giai tvong 
w cho phtiong trlnh d<;~ng tren, bang vi~c nh~n d<;~ng ve 
hlnh thuc cua phtiong trlnh nay, ta thay day Ia phtiong 
trlnh thuan b~c ba v6'i sin va cos. Nen GV c6 the htiong 
dan HS atJa ra thu~t giai tvong tl,l' cho d<;~ng phtiong trlnh: 

asin3x+bsin2 x.cosx+csinxcos2 x+dcos3 x=O (1') 
nhv sau: 

BtJoc 1: Kh~m tra voi cos x = 0. C6 Ia nghi~m cua 



phucmg trlnh (1 ') kh6ng? 

Buoc 2: Voi cos x "F 0, chi a ca hai ve cua phuong trlnh 

(1 ') cho cos3 x * 0. Ta dugc: 

atan3 x+btan 2 x+ctanx+d = 0 

f)~t t = tan x phuong trlnh c6 d<;mg: 

at3 + bt2 + ct + d = 0 (2') 
Buoc 3: Giai phuong trlnh (2') va ket lu~n . 
Tuy nhien, de linh ho9t, GV can luu y cho HS 

dmg vl: sin 2 x + cos 2 x = 1 nen voi cac nhan tu 
b~c k thl cung coi Ia c6 b~c k+2 do v~y ta c6 d9ng 
mo r(lng cua phu'dng trlnh thuan nhat b~c ba: 

asin\tbsin2 xcosx+csinxcos2 x+ d cos3 x+ (esinx+.f cosx) = 0. 

V~y vf d1,1 4 ta c6 thu~t giai nhu sau: 

Buac 1 : Kiem tra voi cos X = 0 

Voi cos x = 0 (We sin x= ± 1) khi d6 phuong trlnh tro 
thanh: 

4.(±1)- (±1) = 0. Nen cos x = 0 kh6ng th6a man. 

Buoc 2: Voi cos x * 0 

Chia ca hai ve cua phu'o'ng trlnh cho cos 3 X* 0. Ta 
augc: 

4tan3 x + 3 tan 2 x- (1 + tan 2 x). tan x -1 = 0 

~ 3 tan3 x + 3tan2 x- tanx-1 = 0 

f)~t t = tan x phu'ong trlnh c6 d9ng: 

3 e + 3t2 
- t-1 = o ~ (t + 1)(3t2 I)= o 

Bu6'c 3: Giai phuong trlnh va ket lu~n. 

3t3 +3t2 t-1=0~(t+l)(3t 2 1)=0 

1[ 

x=--+lm 
t = -1 tanx = -1 4 

1 1 1[ 

,lc E Z ~ t=- ~ tanx = 
13 

<=? X -+k;r 
13 6 

1 1[ 

t= tan x = x=--+k;r 
6 

V~y phuong trlnh c6 ba h9 nghi~m. 
Qua vf d1,1 4, nham ren luy~n ho9t a(lng T4 cua TDTG 

cho HS. TV d6 GV cung c6 the cung co, ren luy~n ho9t d(lng 
T3 cua TDTG bang each mo r(lng phuong phap giai tren 
cho phu'o'ng trlnh almg cap b~c n doi vai sin va COS, d6 Ia 

" 'I\' · n~k k 0 L..,ak Slll XCOS X= . 

phuong trlnh c6 d9ng: k~o 

Nhu v~y, vai each giai d9ng phuong trlnh dang cap 
b~c n voi sin va cos nay HS da biet, GV can thea sat va huang 
dan cho HS thljc hi~n tot, day au va chfnh xac cac ho9t d(lng 
dien ra tren lop d6i tugng nay. f)ay Ia van de de kiem tra HS 
nhln nh~n van de m(lt each chfnh xac va day au hay kh6ng, 
ben c9nh d6 n6 cung n6i len dugc kha nang thljc hi~n c6ng 
vi~c thea m(lt trlnh t\j, m(lt ke hO<;lCh Cl,l the cua HS kh6ng 
nhung trong toan h9c ma ca trong CLIQC song h!'mg ngay. 

e. huang s: Phat hi~n thu~t giai t6i uu de giai 
quyet bai toan 

Vf d1,1 5: Giai phuong trlnh sau: 
cot x = tan x + 2 tan 2x 

8K: 

{

sinx * 0 

{
sin2x * 0 

COSX"F 0 ~ 
cos2x * 0 

cos2x * 0 

~ sin4x * 0 ~ x * k ;r ,k E Z 
4 

86i v6'i phuong trlnh tren, HS c6 the nghi den phuong 
phap d~t an phi,! dan den thu~t giai nhv sau: 

Bvac 1: f)~tan ph1,1 

1 2t 
f) at : t = tan X :::;> COt X = - va tan2x = 

. t 1-

Bu'ac 2: Bien doi 
Khi d6 phuong trlnh da cho 

~ ! = t + ~ ~ 1 - t 2 
= t2 (1- t

2
) + 4t2 

t 1- t 2 

~ t 4
- 6t 2 + 1 = 0 

Buoc 3: Giai phvong trlnh va ket lu~n 
Nh~n xet: 86i vai thu~t giai nay HS phai giai phuong 

trlnh b~c bon an t, sau d6 quay l<;1i each O~t t)m X, phUo'ng 
phap nay tvong a6i phuc t9p, vai HS ki nang bien aoi kem 
de dan den sai lam trong loi giai. 

GV c6 the ajnh huang cho HS each giai su dyng 
phuong phap lu~n h~ s6 de ph an tfch v6'i thu~t giai nhu sau: 

Bvac 1: Bien aoi phuong trlnh 

cos x sin 2x sin 3x 
cot x- tan 2x = tan x +tan 2x <=? = ----

sin x cos 2x cos x cos 2x 

~ (cos 2x cos x- sin2x. sin x) cosx =sin 3 xsinx 

~ cos3x.cosx sin3x.sin x=O ~ cos4x = 0 

Buoc 2: Giai phuong trlnh va ket lu~n 

;r ;r ;r 
COS 4 X = 0 ~ 4 X = - + k 1C ~ X =-+ k-, k E £:: 

2 8 4 

V~y phuong trlnh c6 m(lt h9 nghi~m. 
Khi thljc hi~n vf dy tren, GV can cho HS hieu r6 van de: 

Nha va v~n dyng thanh th90 cac quy trlnh thu~t toan c6 
san Ia m(lt vi~c lam can thiet, song vai th6i quen tv duy cua 
HS a6 Ia suy nghi m(lt chieu, de dang chap nh~n nhung gl 
nguoi khac n6i thl GV can djnh huang cho HS vi~c can Ciao 
sau suy nghi, kh6ng nen de dang chap nh~n dieu c6 san 
ma can c6 y thuc va say me huy d(lng v6n tri thuc cua b<'m 
than de tlm ra nhieu each giai cho m(lt bai toan, chl ra each 
giai t6i vu. 

3.Ketluan 
f)e phat ·trien TDTG cho HS d9t hi~u qua ca o, doi 

h6i nguoi GV phai c6 ki nang su ph9m, can biet dugc cac 
phuong thuc ho9t d(lng cua TDTG nham thiet ke nhung bai 
to an, xay dl,l"ng OU(/C cac quy trlnh d<;1y hQC thea huang phat 
trit~n TDTG phu hgp v6'i d6i tu'<;:lng HS. 

(X em tiep trang 38) 
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