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PH TICH CACH GIAI MOT SO BAI TAP GIAI TICH NHAM 
GOP PHAN 801 DUONG NANG l Gill lOAN CHO SINH VIEN 

a~tvan de 
Vi~c giai toan c6 vai tro quan trqng trong hqc 

t~p va trong CUQC song, day cung Ia phliO'ng phap 
cd ban giup ren luy~n tL1 duy. Tuy nhien, nhieu sinh 
vien con g~p kh6 khan khi giai bai t~p Giai tfch, m(>t 
trong nhung nguyen nhan Ia do hQ chua phan tfch 
cac buac giai m¢t each hi~u qua. Bai viet nay xin 
duc;Jc trlnh bay nhung gc;Ji y giup sinh vien tl! phan 
tfch cac bLJoc giai, tU d6 g6p phan boi dLJong nang 
h!c giai toan cho nguoi hqc. 

1. Phuang phap chung a' giai bai toan 
Nang ll,lc giai toan cua sinh vien dlic;Jc xac djnh 

qua kha nang v~n d1,mg cac tri thU'c toan hqc, v~n d1,1ng 
cac thao tac ki thu~t va phLJO'ng phap giai toan da dlic;Jc 
tich luy de djnh huang loi giai, kha nang ket thuc loi 
giai, trlnh bay va hoan thi~n loi giai cua bai toan. 

Trong cuon sach "PhliO'ng phap d<;~y hqc mon 
Toan': tac gia Nguyen Ba Kim da neu phLJO'ng phap 
chung de giai bai toan nhu sau: 

Buoc 1: Tim hieu n¢i dung de bai 
-nm hieu cai da cho, cai din tlm hay phai chung 

minh; 
- Phat bieu de bai duoi nhung d<;~ng khac nhau 

de hieu r6 n¢i dung bai toan; 
- C6 the dung cac cong thuc, ki hi~u hay hlnh ve 

ae dien ta ae bai. 
Blloc 2:l1m each giai 
-Tim toi, suy doan de phat hi~n each giai: tlm 

moi li€m h~ giua cai da cho voi cai can tlm hay phai 
chung minh, bien doi cai da cho, bit~n doi cai can 
tlm, lien wong den m(>t djnh li, tinh chat hay m(>t 
bai toan cu, nghi den truong hqp d~c bi~t, trliong 
hc;Jp tong quat, bai toan ph~,~, su d1,1ng cac phLJO'ng 
phap chung minh phu hqp voi tung d<;~ng toan nhu 
quy n<;~p, phan chung, ... ; 

- Kiem tra l<;~i loi giai: kiem tra ki tung buoc giai, 
xet ket qua trong cac truong hqp d~c bi~t, xem cac 
yeu to CUa gia thiet da dlic;JC SU d1,1ng het chlia, ... ; 

-Tim them cac each giai khac. So sanh chung de 
ChQn loi giai phu hc;Jp nhat. 

Buoc 3: Trlnh bay loi giai 
Sap xep cac n(>i dung can trlnh bay theo thu tl,f. 

Trlnh bay loi giai m(>t each ngan gQn, chinh xac, ... 
Blloc 4: Nghien cuu sau loi giai 
- C6 the xet bai toan tlidng tl,f, bai toan d~c bi~t 

2 6 " KHOA HOC GIAO DUC 

ihS. NGUYEN THI DUNG 
Hl}c vien conu nolle auu chinh Vien thOng 

hO'n, tong quat hO'n; 
- C6 the xet ung dt,mg cua loi giai, ... 
Vi~c phan tfch each giai bai toan theo phl10'ng 

phap chung (j tren se alia ra nhung gc;Ji y ve each suy 
nghi de tlm loi giai, w d6 g6p phan boi dLJong nang 
h!c giai toan cho sinh vien. 

2. Mqt so vi d1:1 ve phan tach each giai bai t~p 
Giai tich gop phan nang cao nang h!c giai toan cho 
sinhvien 

De giai dLJqc cac bai t~p Giai tich, sinh vien can 
phai hieu r6 va biet v~n dvng nhung djnh nghia, djnh 
li, phai nghien cuu sau bai toan, rut ra nhung ket qua 
dang nho va lien h~ voi cac bai toan khac, tlm nhieu 
each giai khac nhau de c6 the ren luy~n tL1 duy sang 
t<;~o, ... Trong phan nay, chung ta se phan tich each giai 
m(>t vai bai toan nhli v~y. 

Vi dl! 1: Chung minh rang moi da thuc b~c le voi 
h~ so thl,(c c6 it nhat m(>t nghi~m thl,(c. 

Buoc 1: Tim hieu de bai 

- Cho f(x) Ia m(>t da thuc b~c le bat kl voi h~ s6 
thl,lc; 

- ChUng minh f(x) c6 it nhat m(>t nghi~m thl,lc. 
Blioc 2: Tim each giai 

Giasuf(x)=a
0
x"+a

0
_ 1xn-I+ ... +a0 (a

0 
:;f:0,n 

Hinh 7: Cach gidi ve vi?c chung minh f(x) c6 
nghi?m thtfc ..-.:..-------, 

Chi ra Xo E IR CI,J the ma 

f(xo) = 0 

Chi ciln chllng to f(x) c6 

nghi~m thi,J'~ ma khong 
ciin chi ro 

Cach 1 kh6 vl chua c6 each giai chung cho mQi 
da thuc. 

Xet each 2, ta lien tuong den djnh If sau: "Neu 

ham so f(x) lien tl,Jc tren [a, b] vaf(a).f(b) < o thl ton 

t<;~icE(a,b) saochof(c)=O." 
Nh~n thay ham da thuc lien t1,1c t<;~i m9i diem, tuy 

nhien kh6 chi ra ciic so a, b c~,~ the de f(a).f(b) < o 
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, v~y c6 the uoc luqng gia tri cua f(x) dl.fa vao gioi 
h<;m kh6ng? 

C6 f(x)- anxn khi x--+ +oo (ho~c x--+ -oo) 

Neuan > 0 

thl lim f(x)= +oo, lim f(x)= -oo. 
X~+oo X--)--00 

NhU'v~y,t6nt<;~i a,peJR (a<P) 

ma f(a)< 0, f(p) > 0. 

Ham so f lien tt,~c tren [a,p] vaf(a).f(P) < o, 

suy ra t6n t<;~i c e (a, P) sao cho f(c) = 0. Soc chinh Ia 

nghi~m cua da thuc f(x). 

Neu an < 0 thl lim f(x)= -oo, lim f(x)= +oo, 
x-J-+oo x~-oo 

khi d6 t6n t<;~i a,p E lR (a< p) ma f(a)> 0, f(P) < 0. 

Suy ra f(x) cling c6 nghi~m tht,tc. 
Kiem tra l<;~i tung buoc l~p lu~n tren, ta thay each 

giai vua tlm Ia dung. 
Buoc 3: Trinh bay loi giai 

Gqi f(x) Ia da thuc b~c le bat k1 voi h~ so tht,tc. 

f(x) = anxn +an-!Xn-l + ... +ao (n le, an ;t: 0). 

Gia sli an > 0 (trliong hqp an < 0 thl hoan toan 
tU'dng tl.f) 
C6 

lim f(x)= lim anxn(l+ an-I+ an-2 ... +~J=+oo, 
x-H«> x-H«> anx a x2 a xn n n 

lim f(x)= -oo 
X4-CO 

NhU'v~y,tont<;~i a,peJR (a<P) 

ma f(a)< 0, f(p) > 0. 

Ham so f(x) lient1,1ctren [a,p] va f(a).f(P) < o, 
suyratont<;~i ce(a,p)saocho f(c)=O. Socchfnhla 

nghi~m cua da thuc f(x) 
V~y moi da thuc b~c le voi h~ so tht,tc c6 ft nhat 

m¢t nghi~m tht,tc. 
BU'oc 4: Nghien cuu sau loi giai 
Bang suy nghi tU'dng tlf a vi d1,1 tren, ta muon 

tlm xem li~u con bai toan nao khac ve moi lien h~ 
giua b~c cua da thuc voi so nghi~m cua da thuc nua 
khong? Tu d6, ta c6 m9t vai ket qua sau : 

1. Neu f(x) Ia da thuc b~c le (voi h~ so tht,tc) thl 
so nghi~m tht,tc cua f(x) a sole; 

2. Neu f(x) Ia da thuc b~c chan (voi he so thU'c) 

thl so nghi~m tht,tc cua f(x) Ia so chan (so nghiem c6 
the Ia o). · 

(Chu y: 0 cac vi dy trong bai viet nay, khi n6i ve 
so nghi~m, ta hieu Ia moi nghi~m duqc ke mot so lan 
bang so b9i cua n6) . 

*} Trong nhieu trliong hqp, vi~c nghien cuu sau 
loi giai, dua ra cac ket qua moi va ghi nho chung se 
giup ta giai quyet de dang hdn nhung bai toan li€m 
quan. Tuy nhien, nhieu sinh vien da bo qua buoc 
nay, hQ co gang nho cac d!nh nghia, d!nh If nhling lc;~i 
kh6ng nho nhung ket qua quan tr<;mg til cac bai t~p 
da giai. 

Vi df! 2: Cho da thuc voi h~ so tht,tc P(x) b~c n ( 

n :::: 1) c6 m nghi~m tht,tc. Chung minh rang da thuc 

Q(x)= x2P(x)+P'(x) c6 it nhat m nghi~m tht,tc. 
Buoc 1: llm hieu de bai 

- Cho da thuc P(x) b~c n ( n :::: 1) c6 m nghi~m 

tht,tc, Q(x)= x2P(x) + P'(x) 

- Can chung minh Q(x) c6 It nhat m nghi~m 
tht,tc. 

BU'oc 2: llm each giai 

C6 moi lien h~ nao giua P(x) va Q(x) kh6ng? 

Q(x) c6 the Ia d<;~o ham cua ham so nao? 

N~~n thliy [:: P(x) J ":: [ x2
P(x)+ P'(x)]. 

D~t e 3 P(x) = f(x). 

So nghi~m cua f(x) chfnh Ia so nghi~m cua 

P(x) va so nghi~m cua Q(x) Ia so nghi~m cua f'(x). 

Can tlm moi lien h~ giua so nghi~m cua f(x) 

va so nghi~m cua f'(x) nen ta lien tU'CJng den djnh 
If Rolle. 

Neu f(x) c6 m nghi~m tht,tc phan bi~t thl de 

dang suy ra f'(x) c6 ft nhat m -1 nghi~m tht,tc phan 

bi~t. Truong hqp c6 xk Ia nghi~m b9i lk cua f(x) thl 

suy ra xk Ia nghi~m b9i lk -1 cua f'(x) . Nhli v~y, 

trong mQi trliong hqp, f'(x) luon c6 It nhat m -1 

nghi~m tht,tc. V~y Q(x) c6 ft nhat m -1 nghi~m 

tht,tc. Nhln l<;~i gia thiet cua bai toan, P(x) Ia da thuc 
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b~c n, ta nghi den moi lien h~ giua so nghi~m thl,(c 

cua da thuc voi b~c ,ua da thuc va nho lc;ti bai toan 

suyraWvfdt,~1. 

Gia slt n le, khi d6 m leva m -1 chan, Q(x) Ia 

da thuc b~c le nen c6 so nghi~m th~,tc Ia so le.V~y so 

nghi~m thl,(c cua Q(x) phai lon hdn ho~c bang m. 

Tudng tl,f, neu n chan, suy ra m chan va m -1 le, 

Q(x) Ia da thuc b~c chan nen c6 so nghi~m th~,tc Ia 

so chan.V~y so nghi~m th~,tc cua Q(x) phai lon hdn 

ho~c bang m. 

Kiem tra lc;ti cac buoc l~p lu~n, ta thay each giai 
tren Ia dung. 

Buoc 3: Trlnh bay loi giai 

Nh~n thOy [ :: P(x) J = ;: [ x2P(x)+ P'(x)]. 

Da. t e 3 P(x) = f(x). 

f(x) c6 m nghi~m thl,(c. 

Neu f(x) c6 m nghi~m th~,tc phan bi~t thl theo 

djnh li Rolle, f'(x) c6 it nhat m -1 nghi~m th~,tc phan 

bi~t. Truong hqp c6 xk Ia nghi~m b¢i lk cua f(x) 

thl suy ra xk Ia nghi~m b¢i lk -1 cua f'(x) . Nhu v~y 

trong mQi truong hqp, f'(x) luon c6 it nhat m -1 
nghi~m th~,tc, do d6 Q(x) c6 it nhat m -1 nghi~m 
thl,(c. 

Gia sli n le, khi d6 m leva m -1 chan, Q(x) Ia eta 

thuc b~c le nen c6 m¢t so le nghi~m th~,tc, suy ra so 
nghi~m th~,tc cua Q(x) lon hdn ho~c bang m. 

Tudng tl,f, neu n chan, suy ra m chan va m -1 le, 

Q(x) Ia eta thuc b~c chan nen c6 so nghi~m th~,tc Ia so 

chan, suy ra so nghi~m th~,tc cua Q(x) lon hdn ho~c 

bang m. 

V~y Q(x) c6 it nhat m nghi~m th~,tc. 

Buoc 4: Nghien cuu sau loi giai 

1. C6 the suy ra bai toan tong quat hdn nhu sau: 

Cho da thuc voi h~ so th~,tc P(x) b~c n ( n ~ 1) c6 

m nghi~m th~tc, u(x) :~= 0 Ia eta thuc b~c chan. Chung 

minh rang eta thuc Q(x) = u(x)P(x) + P'(x) c6 it nhat 

m nghi~m th~,tc. 

2. Bang each xet cac ham f(x) dc;~ng khac, ta 

se c6 nhieu bai toan tudng w (chang hqn khi Uiy 

f(x) = xP(x) 1 ta chung minh OlJ<{C rang da thuc 

P(x) + xP'(x) c6 it nhat m nghi~m th~,tc). 

*) Cac ket qua au'a ra trong buoc 4 thu'ong duqc 

dl,(a tren cac thao tac tli duy: khai quat h6a, d~c bi~t 

h6a, tlfdng tV h6a , ... 

VI dCJ 3: Xet sv h¢i t1,1 cua tkh phan suy r¢ng sau: 
+oo ln J ~dx. 
2 

XvX 

Buoc 1: lim hieu ae bai 
+oo 

Ta can xet xem f In ~dx h¢i tt,J hay ph an kl. 
2 

XvX 

Bucrc 2: lim each giai 

Hinh 2: Cach giai bai xet h9i tv cua tfch phOn 

-~~lnx=+oo 

"~~I:: =0 (A>O) 

..,J lnx 
~ hl)ltt,l? 

1 
x...;x 

'J- dx h¢1 tv <=> a > 1 (a > 0} 
• Xa 

£>61 bi.!tn 

Nliu f(x) S g(x) ... 

N~u lim f(x) = ... 
x-++a:t g(x) 
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Khi xet sl,l h¢i t~:~ bang each dung cac alnh li, ta nghi: 

Lieu c6 the chon mot so a nao a6 ma 1 <a < ~ . . . 2 

de . lim ( In;.. : -1-J = 0 va +Joo dx h<?i t~:~ hay khong? 
x->+oo xvx xa xa 

2 

(chang h<;m a=%) 

e , h" h h' ( ) ' ' lnx ( ) " o t e c 9n am g x nao ma c ~ g x ve11 
XvX 

+oo 

X au ldn va f g(x)dx hQi t1,1 hay khong? (chang h<;~n 
2 

if;. 1 
g(x)=-=-) xfx ~ 

x4 

Tu ban do tu duy tren, c6 the tim duqc 4 cac~ 

giai. Kiem tra lc;~i cac buck, ta thay 4 each aeu dung. 

Buck 3: Trinh bay loi giai 

each 1: £l~tt = lnx :::>X= e1
, dx:::: e1dt. 

t +oo +00 t 

= -2te 2 +2 J e-2dt = 

1n2 In 2 

=[-2te-~ -4e -~]+"' = .J2(In2+2) e lR 

ln2 

V~y tkh ph an da cho h¢i t1,1. 

each 2: 

£l~t u = lnx, dv = 
1
c dx 

XvX 

1 1 
=>du=-dx, v=-2 r· 

X vX 

=-2- -- ==.J2(In2+2)elR lnxl+"' 41+"' 

fxz fx2 
V~y tfch phan da cho h¢i t1,1. 

each 3: 

1. lnx x 4 
Vi llll 4r = lim -- = lim - = 0 nen 

X-Hoo vX X-Hco 1 _1_ X-++oo ifX 
-x 4 
4 

In X < if;. voi X au I on => In X < ifX =_I_ 
xfx xfx _?_ 

x4 

+co 

voi X au lon. Do f dx hoi tu nen tfch phan aa 5 . . 
cho h9i t1,1. 2 4 

X 

each 4:e6 

[ ) 

1 

1
. lnx 1 

1
. lnx 

1
. -; 

Im --·- = llll -= lm --
X-++oo xfx • _?_ X-++oo _!_ X-++co } _1_ 

x4 x4 -x 4 
4 

= lim _i_=O 
x-++co if;. 

+co 

va f ~ h¢i tl,l. V~y tkh ph an aa cho h¢i t1,1. 

2 x4 

Buoc 4: Nghien cuu sau loi giai 

D~,ta vao suy lu~n tu cac each giai tren, ta 

__ +J"'lnx •. ,., 
thay ~ h<;>1 tl,l neu 

xa 
a 

a :::;; 1 (a, a e JR, a > 0). 

a > 1, phan kl neu 

*) Vi~c tlm toi nhieu each giai, kiem tra va ch9n 
each giai phu hqp Ia m¢t trong nhc:tng phuang phap 
hi~u qua giup rem luy~n tu duy sang tc;~o, tu duy phan 
bi~n, huong toi boi duong nang ll,lc giai toan. 

Keth.a~n 
Vi~c giai moi bai toan aoi hoi nguoi h9c phai nam 

vG'ng kien thuc CC1 ban, biet suy doan va sang t<;~O, biet 
nho va v~n d1,1ng cac bai toan cu c6 lien quan, thuong 
xuyen thl,(c hanh, on luy~n, ... £loi voi nhG'ng bai toan 
kh6, khi tham khao loi giai c6 san, sinh vien cung phai 
w phan tich cac buoc giai de hieu ro tc;~i sao each giai 
Ia nhu v~y, tu d6 se nho I au va biet each v~n d1,1ng khi 
g~p truong hqp tu'C1ng w. 

TAl LI~U THAM KHAO 
1. Nguyen Ba Kim (2007), Phuong phdp dgy hQc 

mon Todn, NXB Dc;~i h9c Su phc;~m. 
2. G.Polya (1975), Giai m¢t bai todn nhli th€ 

(Xem tiep trang 36) 

SO 1115- THANG 6/2014 • 29 


