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T6ém tdt: Bai todn tim mot diém thuéc mét mat phdng hay mét mdt cau cho trudc, nhin hai diém cho truéce véi mét
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1.Pat van dé

Trong gidi toan va nghién ctu toan hoc, co6 mot s6
hoat déng quan trong, can thiét cho méi ngudi la du
doan, phan tich, tim toi, kham phd. C6 khéng it trudng
hgp, nhiing hoat dong nay chiém kha nhiéu thai gian va
c6ng suc cla ching ta. Chung ta c6 thé sit dung mét s
chtic nang do dag, tinh toén, vé hinh ctia mét sé phan
mém hé trg dé€ gidm bat thdi gian va cdng suc trong viéc
kiém nghiém tinh dung sai clia nhiing du doan, phan
tich. Chdng han nhu phan mém GeoGebra, Geometer
Skechpad, Cabri 2D, 3D.... Theo Battista (2001): Trong boi
canh hién nay, hoc sinh (HS) cling c6 thé dua trén nhiing
chuang trinh may tinh dé c6 nhimng du doan hiu ich [1].

Trong tac pham “Quy nap va tuang tu trong Toén
hoc’, Polya G. (1954) da dé cap dén mot hién tugng vat
li la“anh sang luén chon dudng di ngan nhat... lién quan
tGi tinh chat phan xa cla guong phdng” [2]. Mé hinh
toadn hoc clia hién tugng nay véi mét bai toan hinh hoc
[a: Cho hai diém va mot dudng thang, tat ca cuing thudc
mot mat phang, hai diém cung mot ntia mat phang co
b 1a dudng thang dé. Tim trén dudng thdng mét diém
c6 téng khodng céach tir né téi hai diém da cho nhé nhat.
Bai todn nay da dugc dua vao trong sach gido khoa mén
Toan cGia mot s6 nudc, chdng han trong sach giao khoa
& Viet Nam [3]. Bai toan nay ciing dugc chuyén mét cach
tuong tuthanh bai toan trong hinh hockhéng gian, bang
cach thay déi tugng “dudng thang” trong bai toan thanh
“mat phdng” hodc bé di diéu kién “tat ca cung thudc mot
mat phdng” dé dugc mét bai toan trong khéng gian [2].

Polya con dua ra bai toan: Cho hai di€ém va mot
dudng thang, tat cd cing thudc mét mat phang, hai diém
cung thudéc mét ndia mat phdng cé b la dudng thang
dé. Trén dudng thidng da cho, tim mét diém sao cho né
nhin hai diém da cho trudc dé véi mét goc 16n nhat c6
thé [2]. Kyeongsik Choi (2012) ciing d& nhic téi bai toan

nay trong mét bai bao va da st dung GeoGebra nhu mét
cong cu dé nghién ctu bai toan. Theo éng, Chuong trinh
Gido duc Quéc gia nam 2009 ctia Han Quéc c6 khuyén
khich gido vién (GV) sit dung céng nghé théng tin dé
tang cudng kha nang giai quyét van dé va hoé trg nhiing
tinh todn phuc tap [4].

Thuc té cling dat ra mot s6 van dé sau: (1) Chon vi
tri ndo trén trai dat c6 téng khoang cach dén hai vi tri cd
dinh & ngoai trai dat co6 gia tri nhé nhat? (2) Chon vi tri
Nnao trén trai dat c6 goc nhin dén hai vi tri c6 dinh & ngoai
trai dat cé gia tri lon nhat?

Mo hinh todn hoc hoa hai van dé trén, ching ta c6
hai bai toan sau: Tim diém trén mat cau cé téng khoang
cach d@én hai diém & ngoai mat cau cé gia tri nhd nhat?
(2) Chon vi tri nao trén mat cau c6 géc nhin dén hai diém
c6 dinh & ngoai mat cau co gia tri [6n nhat?

2.Khao sat thuc té

Chung téi da lap phiéu diéu tra tir 137 sinh vién (SV)
nam cudi hé dai hoc Su pham Toan ctia Trudng Dai hoc
Su pham Ha Néi, K63, vao thang 12 nam 2016 vé viéc giai
hai bai toan (1) va (2) néu trén. K&t qua la: Trong khodng
thai gian 120 phut, khéng c6 SV nao lam dugc mot trong
hai bai todn nay; tham chi khéng cé SV nao doan dung
diém can tim trong hai bai toan nay. Mac du trugc doé
ching t6i da cé nhiing ggi y, dan dat tir bai toan trong
hinh hoc phdng chuyén sang bai toan cla hinh hoc
khéng gian, thdng qua cac hoat dong tri tué nhu tuong
tu hoa, khai quat hoa. Véi bai toan don gian da co trong
sach gido khoa la: Trong mat phang, cho hai diém thudc
cung mot nlfa mat phang c6 ba 1a dudng thdng d; tim
trén d mot diém co6 téng khodng cach tir né téi hai diém
dé c6 gia tri nhd nhat, ¢ t6i gan 5% (17/137) s6 SV dugc
hoi khéng lam dugc. Véi cau tuong tu: Trong mat phang,
cho hai diém thudc cing mét nlta mat phéng cé ba la
dudng théng d, tim trén d mot diém nhin hai diém d6

S0 142 - THANG 7/2017 « 83



NGHIEN CUU Li LUAN

dudi géc I6n nhat cling khéng cé SV nao lam dugc, chi
€6 3 SV doén dung dugc diém can tim, chiém khoang 2%
sO SV dugc héi (3/137).

Dén cau hoi thay dudng thang d bang dudng tron:
“Trong mat phang, cho hai diém A, B va dudng tron (0),
tim diém M trén (C) sao cho MA + MB nho nhat va tim
diém trén (C) nhin hai diém d6 dudi gc 16n nhat”, khéng
c6 SV nao lam dugc. Di nhién, véi cau héi thay dudng
tron bang mat cau: “Trong khéng gian, cho hai diém A,
B va mat cu (7), doan AB & ngoai mat cau (7), tim diém
C trén (T) sao cho goc ACB I6n nhat, sao cho CA + CB
nho nhat’, nhu da noéi & trén, khéng c6 SV nao lam dugg;
tham chi khéng c6 SV nao doan dung dugc diém can
tim. Riéng cau tuang tu: Trong khéng gian, cho hai diém
A, B va mat phang (P), doan AB khéng cét (P), tim diém
C trén (P) sao cho téng CA + CB nhd nhat” c6 75 SV lam
dugc, chiém gan 55% s6 SV dugc hoi, con 62 SV khong
lam dugc (hon 45%).

Diéu tra tUr 270 HS 1&p 12 trung hoc phé théng
thudc dia ban tinh Nghé An, thang 12 nam 2016, két qua
cling tuong ty. C6 duy nhat mét em doan dung dugc
diém can tim & bai toan: “Trong mat phang, cho dudng
tron (C) va hai diém A, B nam ngoai (C), tim diém M trén
(C) sao cho AM + MB nho nhét”. C6 13 em doan ding
diém can tim trong bai toan: “Trong mat phang, cho
dudng thang d/ dudng tron (C) va doan AB khong cét
d/ (Q), tim diém M trén d/ (C) sao cho géc AMB I6n nhat”,
chiém gan 5% (13/ 270) va c6 7 em doén ding diém can
tim trong bai toan nay cho trudng hgp dudng thang d,
chiém gan 3% (7/ 270).

Két qua diéu tra ching té cac dang toan trén
khong phai la dang todn qua xa la nhung khéng phai
la dang toan dé ddi véi HS va ca nhiing GV tuong lai.
Sau day chuing t6i sé trinh bay viéc st dung mot trong
nhing phan mém do cac dai lugng hinh hoc hé trg kiém
nghiém tinh dung sai ctia nhiing du doan va kham pha
diém cén tim trong nhiing bai toan nai trén.

3.Y nghia ctia hoat dong du doan, tim toi, kham
pha trong giai toan

Theo TUu dién tiéng Viét cla tac gid Hoang Phé
(1996): Dy doan la doan trudc tinh hinh nao d6 c6 thé
xay ra; Dy doan c¢6 tdc dung dinh hudng cho viéc giai
quyét van dé. Kham pha la tim ra cai an gidu, bi mat. Su
kham pha la hanh déng phat hién thudng dugc hiéu
nghia la sau mét qua trinh tim kiém sé thay dugc mot do
vat (hay su vat) bi che gidu hay chua dugc thay.

Flewelling va Higginson (2002) da chi ra rang HS that
su bi cuén hut vao cac gid hoc toan néu cac em dugc lam
viéc trong mét moi trudng hoc tap dat trong tam vao hoat
déng kham pha toan hoc. Diéu dé buéc cac GV toan phai
nd luc d6i méi viéc day hoc toén clia minh [5].

Theo Nguyén Ba Kim (2011): GV phai hudng dén
viéc day toan theo nhiéu hoat dong, phai tao ra dugc
moi trudng hoc tap tich cuc nham kich thich HS ty tim
toi, kham pha kién thic dé phat trién khad nang gidi
quyét van dé va tu duy toan hoc cia minh [3].
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Theo Bailey J. (2007) va Ponte (2007): Tao co hdi cho
HS xem xét, nghién clu trong qua trinh day hoc la mot
céch ti€p can day hoc hiéu qué vi né c6 thé mang dén
cho HS ca hoi kham pha kién thiic toan trong mot moi
trudng hoc tap thu vi va mang tinh tuong tac cao [6].

Theo Quinnell (2010): VGi cac bai toan két thuc mg,
HS dugc khuyén khich kham pha bang cac hoat déng
trai nghiém toan nhu quan sat, dat cau hoi va gia thuyét,
doan va thii, tim kiém quy lut... va dugc tu do theo dudi
cacy tudng toan hoc phu hgp véi mic do nhan thic cla
minh.

4. Thiét ké tinh huéng huéng dan hoc sinh st
dung phan mém GeoGebra dé kiém dinh tinh ding
sai ctia nhitng du doan va hé trg tim toi, kham pha
trong giai toan hinh hoc khong gian

Nho cac chic nang do dé dai ciia doan thang, do do
I6n cla goc, GeoGebra cé thé giup ching ta kiém dinh
tinh ddng sai ctia nhiing phan doan va hé trg ching ta
tim t0i, kham pha trong qua trinh giai quyét mét s6 van
dé toan hoc. Sau day ching téi dua ra két qua thiét ké
mot s6 tinh huéng hudng dan HS st dung phan mém
GeoGebra hé trg ki€m nghiém tinh dung sai clia nhiting
du dodn va ho trg tim toi, kham pha trong giai toan hinh
hoc khéng gian.

Bai todn: Trong khoéng gian cho hai diém A, B va
mat cau (@) tam O, ban kinh R, doan AB khéng cé diém
chung véi (@). Tim diém M thudc mat cdu (@) sao cho
géc AMB I6n nhat (Hinh 1).

Hoat déng trén I6p

Hoat dong 1 (Du doan diém
can tim):

Nhu két qua da khao sat
G trén, day la bai toan khong
dé dang tim dugc Ioi giai. Sau
khodng thdi gian cho HS suy
nghi tim 15i gidi bai todn, GV nén
gagi y cho HS du doan vé diém
can tim.

C6 thé c6 nhiing du doan sau vé diém can tim:

- La diém M, - giao diém mat cau va dudng thang
qua tdm mat cau, vudng goc va cit dudng thing AB.

- La diém M, - giao diém mat cau va dudng trung
truc clia doan AB trong mat phdng qua AB va tdm mat
cau.

Hinh 1

- La mét trong hai diém M,, M, - giao diém mat cau
va OA, OB.

- La diém M, gitfa cung néi M, va M, trén dudng
tron 16n clia mat cau qua M,, M,.

- La diém M, c6 ti€p tuyén tai d6 clia mét cau song
song véi AB va nam trong mat phang (OAB).

- La diém nhin AB dudi géc vudng, trong mat phang
(OAB)...

Viéc ching minh nhiing dy dodn trén la dung sé
khéng thé thuc hién dugc béi nhiing du doén trén déu
sai, song viéc bac bé nhirng du doan d6 ciing tén khéng
it thai gian va céng suic. Ching ta c6 thé sir dung phan
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mém GeoGebra dé bac bod cac két qua du doan d6 mot
cach dé dang han. Chi can chon nhiing trudng hgp dac
biét, ta sé cd nhiing phan vi du d€ bac bé nhimng du doan
khong dung.

Hoat dong 2: M3 phan mém GeoGebra va chon
hién thi 3D.

Khéng mét tinh téng quat, ta ¢ thé coi mat cau da
cho 1a mat cau c6 tam la gbc toa dd O, ban kinh R, diém
A da cho thudc truc Ox, diém B da cho thudc mat phang
xOy. D€ thuan Igi cho viéc phat hién tinh chat cta diém
can tim, ta c6 thé dat cac dé dai la s6 nguyén, chdng han
R=3,A(8;0;0), B(4;-1;0). N&i cAc doan thang OA, OB lan
lugt cdt mat cau (C) tai cac diém E, F. Lay diém M thudc

mat cau (C) va tinh :
do 16n géc AMB khi .
M di chuyén trén

mat cau (C). (Hinh
2)

- Tai mét diém
M & gan truc Ox do
dugc 79,75°.

- Tai diém M,
s6 do géc AM, B xap
xi 64,84°, nhé hon 79,75°. Loai diém M.

- Tuong ty, cac géc AM_B, AM_B, AM,_B, AM,B theo
thi tu do dugc la 62,55°, 64,84°, 75,96°, 79,06°. Cac goc
nay déu nhé hon 79,75°. Loai cac diém M,, M, M,, M.
Diém M, triing véi diém M.

(Xem bang gia tri cdc goc & Hinh 3)

Vay tat ca cac diém da du doan & trén déu khong
dung.

Hinh 2
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Hinh 3

Cing c6 HS doan rang M la diém nhin AB dudi goc
vuong. Phan doan nay con nhiéu van dé. Thi nhat: Liéu
c6 tén tai diém do khong? (sé khong tén tai khi mat
cau da cho va mat cau dudng kinh AB khong c6 diém
chung!). Tha hai: Néu t6n tai thi c6 bao nhiéu diém va
d6 16n cac hoc tai cac diém d6 c6 khac nhau hay khéng?
Chon gia tri I6n nhat nhu thé nao?

Vay diém can tim l1a diém nao?

Hoat déng 3 (Kham pha 15i gidi bai todn nay véi sy
ho trg ctia phan mém GeoGebra):

Hinh 4

GV: Cac du doan & trén déu tap trung vao cac diém
thudc giao tuyén cla mat cau va mat phang qua tam
mat cau va hai diém da cho, tic |a mat phang (OAB). C6
thé kiém nghiém lai diéu d6 la dung.

Dén day bai toan cta ching ta quy vé bai toan
trong mat phéng:

Trong mat phang cho hai diém A, B va dudng tron
(C), tam O, doan AB & ngoai dudng tron (C). Tim diém M
thudc (C) sao cho goc AMB 16n nhat (Hinh 4).

GV: G6c AMB ¢6 ggi ra mét hinh quen thudc nao
lién quan t&i ba diém A, M, B hay khéng?

HS: C6 thé nghi dén dudng tron/cung tron qua ba
diém nay.

GV: Dung phan mém vé dudng tron qua ba diém
A, M, B va yéu cau HS xem c6 nhiing vi tri tuong d6i clia
dudng tron nay va dudng tron (C)?

HS: C6 hai vi tri: Dudng tron (AMB) cat dudng tron
() tai hai diém hodc tiép xuc véi dusng tron (C).

GV: C6 thé nghi dén diém can tim - mot diém dac
biét ctia dudng tron (C) la diém nao?

HS: Diém d6 c6 thé la tiép diém T cla dudng tron
(AMB) va dudng tron (C).

GV: Hay chiting minh hodc bac bd nhan dinh dé.

HS: Goi N |a giao diém clia AM va dudng tron (ATB),
ta c6 géc ANB bang goc ATB (cing chdn mét cung), goc
ATB bang téng hai géc AMB va MBN (géc ngoai tam
giac), nén géc ATB I6n hon goc AMB. Ta dugc diéu phai
chidng minh (Hinh 5).
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Hinh 5

TU bai toan nay, HS c6 thé st dung phan mém
GeoGebra dé kiém nghiém cac phan doan va tim toi,
kham pha ra |6i gidi cac bai toan sau:

Bai 1: Trong mat phang, cho hai diém A, B va dudng
tron (C). Tim diém M trén (C) sao cho MA + MB nho nhét
va tim diém trén (C) nhin hai diém dé dudi goc 16n nhat.

Bai 2: Trong khéng gian, cho hai diém A, B va mat
cau (Q). Tim diém M trén (C) sao cho MA + MB nho nhét
va tim diém trén (C) nhin hai diém dé dudi goc 16n nhat.

Bai 3: Trong khoéng gian, cho hai diém va mot dudng
thang (d), dudng thang néi hai diém d6 va dudng thidng
(d) chéo nhau. Tim mét diém trén dudng thdng (d) sao
cho t6ng khodng cach tur né téi hai diém da cho c6 gia
tri nhoé nhat.

5. Két luan

Hoat dong du dodan, phan tich, tim toi, kham pha
la nhitng hoat déng quan trong, can thiét trong giai
toan va nghién ctru todn hoc. GeoGebra la phan mém cé
chuc ndng do dac, tinh toan, vé hinh, ¢ thé hé trg, giup
chiing ta gidm bét thai gian va cong suc trong viéc tim
t0i, du dodn, phan tich trong gidi toén hinh hoc.
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USING THE GEOGEBRA SOFTWARE TO TEST PREDICTIONS AND SUPPORT TO FIND OUT THE ANSWER
INTEACHING SOLID GEOMETRY AT HIGH SCHOOLS

Bui Minh Duc
Hanoi National University of Education
Email: ducbm297@gmail.com

Abstract: Exercise of finding a point in a given plane or sphere, looking at two given points with a maximum angle,
or having a total distance to two given points, is a popular form, but it is not easy to find out the answer. The GeoGebra
software can assist in testing predictions and find out solutions to these exercises.

Keywords: The GeoGebra software; testing; predictions; exploration; solid geometry.
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