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T6ém tdt: Bai viét dé cap dén vdn dé khdi qudt héa va tritu tuong héa trong Todn cao cdp. Trong bai, tdc gid phan tich:
1/ Cdc qud trinh khdi qudt héa va triru tugng héa khi hinh thanh kién thic néi chung, khdi niém ndi riéng trong Todn cao
cdp; 2/ Nhiing tré ngai va cdch thiic vugt qua khi tién hanh cdc qud trinh dé; 3/ Cdch tiép can su' phdn loai khdi qudt héa,
triu tuong héa vé mdt nhan thic va mét sé phuong huéng nhdm phat trién timg loai khdi qudt héa trong day hoc kién
thic Todn cao cdp & bdc dai hoc. Theo tdc gia bai viét, khdi qudt héa va triu tugng héa dugc xem la hai thao tdc quan
trong nhdt trong qud trinh hinh thanh cdc khdi niém Todn cao cdp. Chung lién quan mat thiét véi nhau va bé sung cho
nhau trong qud trinh phdt sinh, phdt trién tri tué cia ngudi hoc, ddc biét doi véi sinh vién nganh Supham Todn hoc & bac
dai hoc. C6 thé xem khdi qudt héa la chdng dudng mé ddu va triu tuong héa la chdng dudng két thic trong hanh trinh
t6i chdn Ii cta mét kién thiic Todn cao cdp néi chung hay mét khdi niém Todn hoc cao cdp néi riéng.

Tirkhod: Khdi qudt hod; triu tugng hod; Todn cao cdp; sinh vién; dai hoc.

(Nhdn bai ngay 30/03/2014; Nhan két qua phan bién va chinh stia ngay 15/04/2017; Duyét ddng ngdy 25/04/2017).

1.Pat van dé

Todn cao cap la linh vuc kién thuc thudc khoa hoc
co ban trong dao tao gido vién toan. Cac kién thiic Todn
cao cdp ndi chung va cac khai niém trong ching thusng
dugc hinh thanh dya trén cac thao tac khai quat hoa
(generalization) va triru tugng héa (abstraction), vén
chua thanh thao d6i vai hau hét sinh vién nhiing nam
dau bac dai hoc. Vi vay, ho thudng ndm cac khai niém dé
mot cach hinh thic, dé quén va kho ap dung. Mat khac,
tinh hé théng cla cac kién thic do sé khong dugc xac
lap hodc dé bi pha v& néu cac khai niém ca ban trong
ching khéng dugc gan két bai cac qua trinh khai quat
hda va tritu tugng hoa.

& trong nudc va trén thé gidi, da c6 nhiéu cong
trinh nghién ctu vé khai quat hoa va triiu tugng hoa
trong qua trinh phat sinh va phat trién tri tué cta con
nguai néi chung nhu cac céng trinh cla J. Piaget, V.V.
Davydov,... hay trong gido duc todn hoc nhu cac cdng
trinh ctia Nguyén B4 Kim, Hoang Chung,... Tuy nhién,
nhiing cong trinh nghién cru van dé nay trong linh hoi
Toén hoc cao cap chua nhiéu. Vi vay, bén canh viéc tim
hi€u nhiing cach tiép can cac khai niém khai quat hoa
va triiu tugng hoda vé mat li luan, ching t6i phat trién va
cling ¢6 cac y tudng thu nhan dugc béi nhiéu vidu rat ra
tur thuc tién giang day Toan cao cap trong dao tao sinh
vién nganh Su pham Todn hoc.

2. Khai quat héa va triru tuong hoa

Khdi quat héa va trtu tugng hoda la hai thao tac
quan trong trong tu duy néi chung, tu duy toan hoc néi
riéng clia con ngudi. Chung c6 mai lién hé mat thiét vai
nhau. Nhd triiu tugng hoa, ta cé thé khai quat hda réng
han va do dé nhan thic sy vat, hién tugng sau sac hon.

Day la co s& dé hinh thanh céac khai niém bac cao. Trong
qua trinh linh héi toan hoc, dac biét la linh vuc Toan cao
cap, cac thao tac nay dong vai trd cha yéu khi xay dung
cac khai niém toan hoc.

Theo Nguyén Ba Kim [1], khdi qudt hod |a chuyén tu
mot tap hop doi tugng sang mot tap hop 16n hon chia
tap hop ban dau bang cach néu bat mot s6 dac diém
chung clia cac phan ti trong tap hop xuat phat. Trau
tuong hod la tach nhing dac diém ban chat khéi nhiing
dac diém khong ban chat. Tat nhién, su phan biét ban
chat véi khong ban chat & day mang y nghia tuong doi,
né phu thuéc muc dich hanh dong.

Theo Hoang Ching [2], khdi qudt hod |a dung tri 6c
tach ra cai chung trong cac d6i tugng hodc hién tugng,
su kién. Muén khai quat hod, thudng phai so sanh nhiéu
déi tuong, hién tugng, su kién véi nhau. Trong qua trinh
do, chung ta gat bd nhiing thudc tinh khac cta ching,
nhing thudc tinh phan biét cac déi tugng hay hién
tuong ay véi nhau, khong nghi téi nhiing thudc tinh
d6 ma chi khdo sat riéng nhitng céi dugc tach ra; do la
qua trinh triu tugng hod. Chdng han, ti cac trudng hap
réng:6=3+3;10=3+4+7,16=5+11;20=7+13,.. ta
€6 thé khéi quét hoa rang “méi s6 chén bang tdng cla
hai s6 1" hodc“s6 chdn 16n hon 4 bao gid cling viét dugc
dudi dang téng cla hai sé nguyén t6 1&”.

Theo N.Hashemi [3], khdi qudt hod c6 thé dugc xac
dinh tir mét quan diém toan hoc véi y nghia la “tim kiém
mot hinh anh I6n hon’, hay sy xem xét trén cac nhém
han ché& chuyén lén su xem xét trén cdc nhém 16n hon,
hodc m& réng khai niém dén pham vi I6n hon dé kham
pha né (Mason, Burton and Stacey, 2010). Theo quan
diém tam li hoc, khdi qudt hod c6 nghia la “dua ra cling
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cau trd 16i cho nhiing sy kich thich giéng nhau” (Olson
and Herghenhan, 2010). Cling c6 thé hiéu khdi qudt hod
la tim kiém cac dang mau, cac méi quan hé 16n hon va
tao két néi trong cac muc khac nhau ctia tu duy toan hoc
(Stacey, 2006; Mason, Burton and Stacey, 2010).

Theo M. Mitchelmore [4], ban chét cla tinh trau
tuong trong toan hoc chinh la ddc trung khép kin clia né,
tach biét khoi thé gidi vat chat va xa héi. Mot doi tugng
toan hoc tritu tugng chi cé y nghia & trong hé thong ma
né dugc xac dinh. Di nhién, nhu Sierpinska nhan manh
thi triru tuong hod trong todn hoc - xét & moi cap dé - bao
ham viéc |5 di cac dac diém nao dé va lam néi bat cac
dac diém khac. Nhung diéu quan trong la cac déi tugng
mdi 6 lién hé vai nhau trong mot hé théng nhat quan
c6 thé hoat déng ma khéng lién quan dén nghia trudc
do chia ching.

Theo Nguyén Phu Loc [5], triu tuong héa la qua
trinh dung tri 6¢c d€ gat bd nhiing mat, nhiing thuéc
tinh, nhing lién hé, quan hé thi yéu, khéng can thiét va
chi gitr lai nhitng yéu t6 can thiét cho tu duy.

Nha tam Ii hoc J. Piaget phan tritu tuong thanh ba
muc: triu tuong thuc nghiém; triru tugng gid thuc nghiém
va triu tugng phan chiéu [6].

- Triru tugng thuc nghiém (empirical abstraction) la
qua trinh triru tugng dua trén cac dong tac thuc dé gay
ra cac hién tinh (vat tinh va hoat tinh). So sanh cac hién
tinh dé, lién két ching dé tao ra cac suy li. Su trliu tugng
nay dugc thuc hién khong phai do su vat hay dong téc
tu boc 16 ra ma la do qué trinh chii thé déng héa ching.
Tuy nhién, sy tritu tugng nay mdi chi dién ra & bén ngoai,
chua di vao ndi dung sy vat hay dong téc.

- Triru tugng gid thuc nghiém (pseudo-empirical
abstraction) la triru tugng khong con phai dua truc tiép
vao nhiing déng tac trén vat thuc cla chu thé, ma dua
vao cac gid déng tac d6. Nhiing déng tac nay, moét mat
van phai dua vao cac vat cu thé, nén né van mang tinh
chat thuc nghiém; mat khac, nhiing tinh chat cta thao
tac khéng phai co sén trong su vat, ma do hoat déng clia
chd thé tao ra. Vi vay, n6 c6 tinh chat clia sy triiu tugng
phan chiéu. J. Piaget cho rang loai triru tugng nay dién ra
manh nhat trong giai doan so d6 thao tac cu thé.

- Triru tugng phan chiéu (reflective abstraction) cé
nghia la thu nhan dugc tinh trang, y nghia cla su phéi
tri (coordination) trong thao tac (hinh thdc va néi dung).
Khai niém phan chiéu c6 hai néi dung bé sung cho nhau:
chuyén hoa dé chiéu Ién muc cao hon nhiing phan tu
(nhing thu nhan) rat ra dugc tU cac muc triu tuong
trudc; lién két cac phan t da dugc dua lén, hoa nhap
ching véi cac phan tir & cap ay da cé tu trudc. Do su
chuyén hoa va lién két nay dan dén cai té lai, t6 chuc lai,
suy xét lai toan bo so d6 cac phan tl & muc cao. Su cai té
nay da tao ra “triru tugng suy li". Pong tac da tré thanh
thao téc.

Theo G. Harel [7], cdc nha todn hoc va cac nha gido
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duc todn hoc st dung hai thuat ng(t khdi qudt héa va trau
tuong héa theo nhiing sac thai y nghia khac nhau. Méi
thuat ngr d6 déu biéu thi hai mat: viia [a mot qua trinh,
vUa la két qua clia qua trinh do.

Vi du 1: TUr cac khong gian vecto hai chiéu R? va
ba chiéu R® quen thudc, ching ta khai quat hoa thanh
khong gian vecto n chiéu R” va triu tugng hda thanh
khai niém khéng gian vecto. Khi lam nhu vay, hai doi
tugng tinh than khac nhau dugc sinh ra: Cai khai quat
hoa R" va cai trtu tuogng hoa V, mét khéng gian vecto
trén truong F tuy y.

& day can luu y réing, cac nha toan hoc thudng xem
khong gian vecto V trén trudng F tly y via la cai triu
tuong hoéa vua la cdi khai quéat hoa ctia khéng gian vecto
hai chiéu R?, va do dé viéc st dung cac thuat ngl nay
sao cho phu hgp viéc st dung ching trong toan hoc la
diéu quan trong. Trong khi dé, cac nha gido duc toan hoc
lai chu trong xem xét cac qua trinh nhan thuc lién quan.
Khai quat hoa thanh khai niém R tirviéc ma réng R' dén
R?, dén R3,... c6 thé dugc mé ta bang cach ap dung cac
quy trinh s6 hoc théng thudng déi véi méi toa dé. Triiu
tugng hoéa thanh khéng gian vecto V trén trudng F tuy
y l1a mét d6i tugng tinh than (mental) khac han, né dugc
xac dinh béi mét hé tién dé. Trong khi & trudng hop tha
nhat, céng viéc kha don gian chi gdm mét sy ma rong
clia cac qua trinh quen thudc, thi & trudng hgp sau yéu
cau phai c6 mot su té chic lai kha I6n vé mét tinh than.

Nhu vay, qud trinh khai quat héa mang ddc tinh
tiém tién con qua trinh triru tugng hda mang dac tinh
nhdy vot trong qua trinh phat trién nhan thic ctia ngudi
hoc. Ta sé r6 hon nira vé diéu nay qua vi du sau:

Vi du 2: Xét khai niém tich Descartes X xY cua hai
tap hop X va Y, mbi phan t&r cia X xY 1a mot cip ¢6
thi tu (a,b) trong d6 a € X,b e Y. Tu day dé dang khai

quat hoa thanh tich Descartes cia hiru han gém » tap
hop X, X,,..., X, : Méi phan tlf clia X, x X, x..x X,
la mét bo (xl,xz,...,xn) trong d6 x; € X;,i=12,...,n.
Khi do, tap hop I ={1,2,...,n} dugc goi la tap cac chi

s0. RA rang | ¢é luc lugng hitu han. Khi / c6 luc lugng
vO han dém dugc, tich Descartes clia ho cac tap hop

{X,|eel} dinh s6 béi I cing khong khé hinh

dung. Méi phan tl cla tich Descartes HXi c6 dang
i=1
(X, %y,..4X,,) trong d6 x, € X,,i=1,2,... Gid st |
la mét tap hgp vé han khéng dém dugc thi viéc dinh
nghia tich Descartes HXi sé khé hon nhiéu. Ta
iel

phai st dung khai niém day: trudc hét nhan xét rang
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m&i phén tif x =(x;,x,) cla tich Descartes X, x X,
c6 thé xem la mot anh xa x:{1,2} - X, UX, trong
do x(1)=x,x(2)=x,. Do d6, ta c6 thé triu tugng

héa thanh khai niém tich Descartes HXi nhu la

iel

tap hop céc anhxa x: 1/ —| X, thoa man diéu kien
iel

x(i) € X;. Khai niém nay ciing ding cho trusng hap |

¢4 hitu han hay / ¢6 luc lugng v6 han dém dugc. Cha y
rang khi /la mét tap hgp vé han khong dém dugc thi thi

cach viét phan tirclia tich Descartes HX,« bai (x; )ie]
iel
la khong chinh xac vi 7 khong danh sé dugc.
Nam dugc khai niém tich Descartes HXi véi 1

iel

la mét tap hap vé han khong dém dugc mai cé thé xay
dung dugc khai niém khéng gian vecto vo han chiéu.

3. Nhiing tr& ngai trong qua trinh khai quat héa
va tritu tugng héa

Qua trinh dinh nghia mét khai niém Toadn hoc cao
cap phai dugc néi ti€p bai mét chudi cac dinh li suy luan
ra cac tinh chat cta khai niém dé tur cac tién dé. Xét vé
mat nhan thuc, day khéng chi la mét qua trinh suy dién
ma con la mét qua trinh kién thiét, trong d6 ngudi hoc
xay dung cac tinh chat cla déi tuong triiu tuong, chdng
han nhu cac tién dé xac dinh khéng gian vecto phai
dam bao céc tinh chat “théng thudng” clia phép cong
cac vecto va phép nhan vé hudng dugc théa man. Tuy
nhién, dé€ sau nay khéng gap mau thuan véi co s& va
sO chiéu clia khéng gian vecto thi hé tién dé phai dam
bao cac vecto doc lap tuyén tinh t6i dai clia cuing mot
khéng gian déu cé cung luc lugng. Do d6, khai niém
khong gian vecta V trén trudng F tuy y gém mot hé 8
tién dé, trong do 4 tién dé dau lién quan dén phép céng
vecta sao cho V cung véi phép cong dy tré thanh mot
nhom giao hoan, 2 tién dé tiép theo néu lén mai lién hé
gilta phép cdng vecta va phép nhan vé hudng; tién dé
thua bdy chi lién quan trong ndi bod phép nhan vé hudng;
tién dé cudi cling ndi vé tinh chat unita cda V. Thuc tién
cho thdy rang, véi hé tién dé dé dé xay dung khai niém
khoéng gian vecto téng quat viia dam béo tinh khong
mau thuan vé mat l6gic toan hoc, vita d@m bao khéng
gian vectd téng quat c6 day di cac tinh chat quen thudc
cda R? va R® ma sinh vién da biét trong gido trinh hinh
hoc phé théng. Tuy nhién, déi khi do yéu cau su pham,
s6 tién dé co thé dugc néu “déi ra’, chang han tién dé
giao hoan clia phép cdng vecto ¢ thé dugc suy ra tu
bay tién dé con lai.

Mat khac, trong qua trinh xay dung céc tinh chat

cUa doi tugng toan hoc triru tugng nay, cac trudng hop
cu thé da biét sé déng vai trd vira la nhan té hé trg via la
nhan té xung doét tiém tang. Ching hé trg vi chiing goi y
nhiing tinh chat c6 thé dung, nhung mit khac ching lai
gay ra kho khdn tiém tang khi ngudi hoc cdm thay phai
chiing minh nhimng diéu ma dudng nhu hién nhién ding
tU cac trudng hop cu thé d6, hodc tin rang cac tinh chat
chung cho cac trudng hop cu thé dugc xét c6 thé ding
mét cach téng quat cho khai niém triu tuong.

Nhu vay, trong sudt qua trinh xay dung nay, c6 mot
su xung doét gilra cac tinh chat cla cac trudng hop cu
thé ma ngusi hoc biét va cac tinh chat cta khai niém
triru tugng mai xay dung can dugc suy luan 16gic tir dinh
nghia. Ngoai ra, vi sinh vién da biét qua nhiéu tinh chat
cUa khai niém ca, nén khi khai quat héa hay triu tugng
héa chung, ho khong biét nén gitr lai nhiing tinh chat
nao dac trung nhat. Do d6, khi khai quat hoa hay triu
tugng hoda, budc dau ho cé thé gap ling ting va dan
dén that bai. Vi vay, viéc phai xay dung lai khai niém hay
diéu chinh sé tién dé trong khai niém ban dau da dua ra
la khéng thé tranh khai. Trong nhiéu trudng hop, giang
vién phai c6 nhing gagi y can thiét va dang luc. Chéng
han, sinh vién da rat quen thudc véi tinh chat giao hoan
cda vinhom céng N hay nhém cdng cac s6 nguyén Z, do
do, khi khai quat hoéa va triu tugng hda thanh cac khai
niém vi nhém hay nhém téng quat, sinh vién khéng thé
“b6 qua”tinh chat giao hoan. Vi vay, giang vién phai dua
ra nhiing phép toan khéng giao hodn ma hoc vién da
biét, chdng han phép nhan cac phép thé bac n (nén xét
trong tap hgp S,) mai hi vong ngudi hoc khéng dua tinh
chat giao hoan vao khai niém mgi. Cling vay, khi khai
quat hoa va tritu tugng héa vanh cac s6 nguyén Z thanh
khai niém vanh tly y, ho khéng thé “bé qua” tinh chat
giao hodn clia cac vanh nay, vi cdc vanh ho biét nhu Z, Q,
R hay tham chi cac vanh da thic Z[x], Q[x], R[x] déu giao
hodn. Trong trudng hgp nay, gidng vién budc phai ggi y
vé phép nhan cac ma tran cia cac ma tran vudéng cling
cap noi chung khéng co tinh chat giao hoan.

Ngay ca khi khai niém mgi da dugc thiét lap, do
quan tinh trong qua trinh nhan thuc, ngudi hoc van
chua thé xéa bé dugc nhiing dau hiéu khéng ban chat
cta khai niém. Giang vién can cho hoc sinh moét sé lugng
phan vi du dé x6a bd ching.

Vidu 3: O trén, ta da xét khai niém vanh téng quat
dua trén su khai quat héa va triiu tugng hoa vanh cac sé
nguyén Z. Nhung ngay tU nho, sinh vién da dugc khac
sau két qua: néu tich cda hai sé nguyén bang 0 thi it nhat
mot trong hai s6 d6 phai bang 0. Do d6, ho cho rang véi
motvanh Ytuyy, néuab=0vdiaeY, beYsésuyraa=0
hodc b =0. Giang vién can gitip ho chirarang trong vanh
Z_chéng hanthi 23 =0 nhung 2 # 0, 3= 0. D& cho ho

khong thay vi du trén dac biét, can xay dung khai niém
uéc cta khéng. Sau do tim diéu kién ctia n dé vanh Z c6
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udc cta khong, hodc chiing té rang vanh M,(R) cdc ma
tran vuéng cap hai vai phan t thuc c6 udc cia khéng

B N R I R N
cnu ran = . Nng cCo le
Y0 olla 0)7lo o J

phai dén khi khai quat héa va triru tugng hoa Z thanh
khai niém mién nguyén may ra mdi xéa bé dugc két luan
sai lam “néu tich cda hai phan ti bang 0 thi it nhat mot
trong hai phan do6 phai bdng 0" cho mét vanh tuy y.

Mat khac, nhiéu khai niém mai dugc hinh thanh
nh& qua trinh khai quat héa va triu tugng héa, nhung
hoac do cac khai niém nay qua triiu tugng, hodc do cac
sinh vién khéng nam dugc cac khai niém lién quan nén
ho hiéu cac khai niém mdi nay mét cach hinh thic. Do
do, ho thudng dé quén va khé van dung ching dé giai
cac bai todn lién quan. Tuy nhién, nhd cac khai niém
dugc tiép thu sau dé, cac khai niém méi nay sé dugc lam
sang to.

Vi du 4: Khai niém gi6i han clia day: “Day {x,}
dugc goi la hdi tu vé a néu Ve >0 nho tuy y ton tai sé
nguyén duong n, sao cho véi moi s6 tu nhiénn > n ta
cb |x—a| < &"; hoac khai niém lién tuc:"Ham s6 f: R —

R dugc goi la lién tuc tai x,néu V& >0 nho tly y ton tai

5O thuc duong & sao cho véi moi x ma |x—x0| <0 tacod
|f(x)—f(x0 )| < & ".R& rang cac khai niém nay rat hinh

thic. D& ndm dugc ching can hiéu rdng |a —b| biéu thi

khoédng cach gitia hai diém trén truc s6. Thuc té phai sau
khi hoc khai niém khoang cach ctia “Khéng gian métric”
sinh vién mai ndm viing ban chat clia cac khai niém nay.

Cing can nhan manh rang “san phdm” cla khai
quat hoéa thudng la cac khdi niém todn hoc dugc xay
dung theo phuong phdp kién thiét, con cac “san pham”
cla triu tuong héa dugc xdy dung theo phuong phdp
tién dé, trong do Li thuyét tap hgp déng vai trd cong cu
then chét trong viéc xdy dung khai niém theo quy trinh
trtru tuong hoa.

4. Su phan loai khai quat héa va triru tugng héa
trong qua trinh nhan thuc

Theo cac tac gid G. Harel va D. Tall [7], thudt ng(
khdi qudt hod dugc si dung cd trong va ngoai khuon
khé toan hoc véi y nghia la qua trinh van dung mét lap
luan da cé trong mot nglr canh réng I6n hon. Tuy nhién,
cac qua trinh nhan thiic dugc doi héi béi qua trinh khai
quat hoa trong toan hoc lai phu thudc vao kién thiic hién
tai clla ca nhan. Vi vdy, G. Harel va D. Tall da dua ra mét
su phan loai khdi qud hod dua vao qua trinh xdy dung
vé mat tinh than cta ca nhan, gbm khdi qudt hod mé
rong (explansive generalization), khdi qudt hod tdi tao
(reconstructive generalization) va khdi qudt hod phdn
biét (disjunctive generalization). Tht nhat la su khdi qudt
héa mé réng, d6 la sy mé réng cau trac hién cé cla sinh
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vién ma khéng doi hai nhiing thay déi trong tu duy cta
ho. Thi hai la khdi qudt héa tdi tao, né doi héi phai xay
dung lai cac cau tric nhan thuc hién ¢ clia ngudi hoc.
Chang han, tir cac khéng gian vects R*va R® khai quat
héa thanh khong gian vecta R" la khdi quat héa mé rong,
va tir cac khéng gian vecto R*va R® (k€ ca tir khéng gian
vectd R") khai quat hoa thanh khéng gian vecto V trén
truong F tuy y [a khai quat héa tdi tao. RO rang & day
vai tro cla li thuyét tap hgp chiém mét vi tri rat quan
trong. Cac phan t ctia R? hay R® la mot cap hay bo ba
cac s thuc; két qua cda khai quat héa mé rong la R" ma
cac phan tr la mot bo sé thuc cé tha tu, dé la thao tac
khai quat héa quen thuéc. Trong khi d6, méi phan tu
cta khong gian vecta V trén truong F tuy y (két qua cla
khai quat hoéa) rat triiu tuong, co6 thé 1a bd sé thuc, cac
vecta hay cdc ma tran, hodc cac ham thyc lién tuc trén
mot doan, ... Cling vay, ti vanh sé nguyén Z khai quat
thanh vanh R tuy y la khai quat hoa tai tao. Cac phan t
cla Z la cac s6 nguyén quen thudc, con cac phan ti clia
vanh R c6 thé 1a cac s6, cac I6p thiang du, cac da thic,
cac ma tran vudng cung cap hay cac anh xa. Vi ban chat
cac phan ti thay d6i nén phép toan trén chung cling
thay déi theo. Chdng han khong gian C[a,b] cac ham

s6 thyc lién tuc trén doan [a,b] v6i phép cong ham
(f.g)> f+g, trong d6 f+g:[a,b] > R xac dinh
bsi (f+g)(x)=f(x)+g(x),Vxe[a,b], con phép
nhan vé huéng (4, /) Af, trong d6 Af :[a,b] -
R xac dinh bai (Af)(x)=A.f(x),Vxe[a,b]. G day,
ta phai chiing minh £+ g € G, 1. A1 € G, ;) Vi moi
f.ge C[a,b] va VA eR. Pay la mét su thay ddi trong

cdu tric nhan thiic vén cé cla sinh vién, béi su “khép
kin” clia phép céng va nhan v6 huéng trong R?va R® va
céa trong R" la hién nhién.

D. Tall [8] cho rang khoang mét phan ba sé sinh
vién chi tiép nhan céc tri théic méi mét cach don gian
bang cach ghi nhé cac y tudng méi nhu la mét bo suu
tap thong tin bé sung dé€ hoc thudc ldng va bd sung
thém kién thic hién c6 ma khéong can mot su né luc tich
hop nao véi y tudng ci. Ong goi d6 la mét su khdi qudt
héa phan biét va xem day la mot “thdm hoa” trong day
toan cao cap. Su mé& réng nay chi cho phép sinh vién
thao tac trén mét pham vi rong hon cac vi du, nhung it
kha nang c6 gia tri 1au dai cho sinh vién vi n6 don gian
chi cung cdp thém cac théng tin chdp néi ma khong
giup sinh vién nang cao dugc viéc ndm cac ham y triu
tuong I6n hon.

Trong qua trinh hoc Toan cao cap, sinh vién tu minh
tién hanh qua trinh khai quat hda ma& réng, nhung véi
qua trinh khai quat héa téi tao, ho thudng phai cé sy hd
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trg cla cac “lyc lugng bén ngoai” (gidng vién hoac gido
trinh). Qua trinh khai quat héa téi tao ré rang déng mét
vai tro hét stic quan trong trong linh hoi cac kién thuc
toan cao cap, nod la dong luc chd yéu dé phat trién nang
luc tu duy trttu tugng cho sinh vién. Nhung quéd trinh
khai quat héa ma rong ciing hét stic quan trong, vi n6
vlia stic véi dai da s6 sinh vién va gidp ho tich Gy thém
tri thiic Toan cao cap cho minh.

Khai quat héa ma rong la mot ki thuat day hoc kha
hiéu qua trong trudng hop can giai quyét mét I6p cac
ap dung réng han ma khéng phai trai qua qua nhiéu
tinh huéng thay déi nhan thuc cing thdng. Chang han,
vGi nhing sinh vién cé thé thuc hién quy trinh gidi hé
phuong trinh tuyén tinh theo hai bién, ho déu c6 kha
nang khai quat héa ma rdéng cho trudng hgp ba, bén hay
nhiéu bién ma khong gap kho khan gi (mac du viéc tinh
toan c6 thé sé6m dan dén té nhat, nham chan). Thuc ra,
ta c6 thé dé dang moé ta qua trinh tim tap nghiém tudng
minh cla hé phuong trinh tuyén tinh téng quét thong
qua mot hé cu thé, chang han hé phuong trinh ba 4n
X, ¥, z, bdng cach dung cac thuat ngir téng quat (“tru di
béi thich hgp cla phuong trinh thi nhat cho phuong
trinh thu hai va thi ba dé loai bd x, sau d6 loai bd y tu
cac phuang trinh hé qua, gidi phuang trinh thu dugc dé
tim z, quay tr& lai tim y réi tim x”). R6 rang, ngudi hoc dé
hinh dung qua trinh gidi tdng quat nhd tién trinh cla |5
gidi cu thé hon la mé ta qué trinh d6. Chung ta sé xem
loai m& rong nay la su ti€p can mang ddc tinh chung cta
cting mét logi (generic), nghia 1a né mé ta quy trinh (téng
qudt) dién hinh bdi mét trudng hop ddc biét (chdng han
quy trinh gidi hé phuong trinh tng quat n &n c6 thé mé
ta qua quy trinh giai hé phuong trinh ba 4n). Dudi day la
mot vi du dé lam sang té thém i luan néu trén:

Vi du 5: Hinh thanh khai niém dinh thic bac n cé
hai phuong phap: dua vao khai niém dinh thdc bac hai
ma cac sinh vién da biét trong chuong trinh toan hoc
phd théng réi khai quat héa thanh khai niém dinh thic
bac n; hodc dua vao khai trién dinh thiic bac n (n>3) theo
cac dinh thic bac nhé hon. Thuc tién giang day & mot
trudng dai hoc da nganh cho thdy phuang phap tha
nhat chi thich hgp cho sinh vién cac I6p Su pham hoac
Cl nhan Toan hoc, vi trong qua trinh xay dung dé phai st
dung cong cu phép thé vén rat xa la véi cac sinh vién hé
ki thuat hay kinh té tai chinh. Vi vay, d6i véi cac 16p thudc
hé khong chuyén sau vé toan, tot nhat la dung phuong
phap thit hai. Tuy nhién, chi can thong qua moét trudng
hap dac biét la n =3, sinh vién c6 thé ndm dugc quy trinh
xay dung khai niém dinh thicbacnvéin=4,n=5 va n
thy y I16n hon 3.

Qua hai vi du trén, ta thay loai quy trinh dién hinh
b&i moét trudng hgp dac biét nay thudng co hiéu qua déi
vGi d6i tugng dugc xét dén co tinh hiiu han, & day la mot
gia tri n cu thé. Péi véi cac d6i tugng duagc xét co luc
lugng v6 han, can st dung mét quy trinh cao hon thién
vé trliu tugng hoda.

Mét su tiép can téng quéat nhu vay vua tao ra
phuong phap khai quat hoa dé dang, béi vi n6 ap dung
céc quy trinh da biét trong mét béi cdnh rong hon, vira
la budc khoi dau huéng téi triu tugng héa hinh thic
(formal abstraction), do né khong lién quan dén mét su
tai tao vé mat nhan thuc chl yéu nao. Thuc ra, mét khi
sinh vién da suy nghi vé qua trinh khai quat héa dé va
xem né nhu mot hanh ddng maé rong tinh kha dung clia
phuong phap cu thé mét cach co y thuc, thi nd c6 thé
dugc xem nhu mot hinh thuc tritu tugng hda. G. Harel
va D. Tall [8] da dung thuat ngir trau tuong héa téng
qudt (generic abstraction) dé chi hinh thuc triiu tugng
héa nay. N6 trang bi mét phuong phap tiép can co gia
tri dac biét déi vai cac sinh vién quan tam dén toan hoc
ting dung hon toan hoc hinh thic (thuan tay li thuyét).
N6 ciing c6 thé cung cap mét pha chuyén ti€p phu hop
giup cho cac sinh vién vugt qua trtu tugng héa hinh
thuc, tuy nhién diéu nay sé doi hai sinh vién phai té chirc
lai mdt nhdn thic méc du dugc chuin bij tét hon.

Ngay nay, do su phét trién va tinh hitu ich ctia cong
nghé thong tin va truyén théng, giang vién can khuyén
khich sinh vién viét cac chuong trinh bang ngén ngl
may tinh, bai vi ngén nglt nay cé nhiéu cdu tric tuong
tu véi cac cdu truc cta tu duy toan hoc: tap hop, day,
cap sdp thi ty, quan hé, ham, ... Chdng han, ma may tinh
thé hién quy trinh thuc hién mét qua trinh ham, bat dau
bang viéc kiém tra xem dau vao c6 thod man cac diéu
kién xac dinh ham dé hay khéng; do do6, khi dugc yéu
cau viét ma may tinh, sinh vién budc phai suy nghi vé
céac quy tic cGa qua trinh ham. C6 thé thdy hanh déng
1ap trinh nay la mét qua trinh téng quéat vi n6 tién hanh
xay dung mét cau tric téng quat han tir cac trudng hop
riéng dé tién tSi mot su triru tugng hod téng quat cda
khai niém ham.

5. Két luan

C6 thé ndi, khdi qudt héa va trau tugng héa la hai
thao tac quan trong nhat trong qua trinh hinh thanh cac
khai niém Toan cao cap. Chung lién quan mat thiét vai
nhau va bé sung cho nhau trong qua trinh phat sinh va
phat trién tri tué clia ngusi hoc, déc biét déi vai cac sinh
vién nganh Su pham Toan hoc bac dai hoc. C6 thé xem
khai quét hoa la chang dudng ma dau va trliu tugng
héa la chang dudng két thic trong hanh trinh t&i chan
li cia moét kién thiic Todn cao cap noi chung hay moét
khai niém Toan hoc cao cap noi riéng. Trén hanh trinh
nhan thic do, sinh vién sé gap nhiéu tré ngai. Nhung
néu giang vién biét phan loai va dé ra nhiing bién phap
thich hgp, ho sé vuot qua cac tré ngai d6 va linh hoi dugc
cac tri thiic Todn cao cap mot cach ban chat, sau sac va
bén ving.
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Abstract: The article addresses the generalization and abstraction in advanced Maths. The author analyses: 1/

Processes of generalization and abstraction when forming knowledge and concepts in advanced Maths; 2/ Analysis of
difficulties and how to overcome the difficulties when implementing the above mentioned processes; 3/ Approaches
in classifying generalization and abstraction in terms of perception, and orientations for developing each types of
generalization in teaching advanced Maths at universities. In author’s opinions, generalization and abstraction are
the two most important actions in the process of forming advanced Maths concepts. They are closely connected and
supplemented to each other in the process of intellectual development by learners, particularly by Maths pedagogical
students at universities. It can be seen that generalization is the first stage and abstraction as the final stage in the way to
the truth of an advanced Maths knowledge in general or an advanced Maths concept in particular.
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