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1. D4t van dé

Cac nghién cuu trong gido duc toan cho thay nhiing
khai niém cta giai tich toan hoc nhu gidi han, dao ham,
tich phan... nhin chung la nhiing khai niém tritu tugng
va kho déi véi da s6 hoc sinh (HS) phd thong. Mét trong
nhing kho khan 1a HS khéng thady dugc ban chat clia cac
khai niém nay trong cac pham vi biéu dat va thao tac khac
nhau. Chdng han, khai niém dao ham xudt phat ti cac bai
toan vé do thay d6i ctia chuyén dong hay d6 déc ctia mét
dudng cong. Trugt ban tay theo mét dudng cong vé trén
bang cho ta cdm nhan vé do déc thay déi tai méi diém
trén duong cong do. Nhiing trai nghiém dua trén truc
giac, cdm giac hay hanh dong trén cac déi tugng trong
pham vi thé gidi vat li, nhu vay la co ban va mang tinh
chat nén tang ban dau cho viéc nhan thic khai niém dao
ham. Tu duy toadn hoc clia HS sé dugc phat trién lén mot
cap dé cao hon khi cac em dugc thao tac trong pham vi
cac ki hiéu hay biéu tugng toan hoc lién quan dén khai
niém nay.

DE& d3c trung qua trinh phét trién nhan thic chuyén
tU tu duy todn hoc co ban sang tu duy todn hoc hinh
thiic bac cao, Tall da xay dung mot khung li thuyét trong
dé phan biét “ba thé gisi biéu dat va thao tac toan hoc”
(three worlds of mathematics) khac nhau la “hién than y
niém” (conceptual embodiment), “biéu tugng héa thao
tac” (operational symbolism) va “hinh thic hoa tién dé”
(axiomatic formalism) [1]. Khung li thuyét vé ba thé gidi
toan hoc cua Tall da dugc nhiéu nha nghién ctru giao duc
toan phat trién va van dung vao nghién ctu day hoc cac
khai niém khac nhau nhu ham sé, gigi han, khéng gian
vécto... Chdng han, Christou va cdng su da van dung li
thuyét nay vao nglr cdnh day hoc ham sé. Cac tac gia da
phan tich tu duy ctia HS thé hién qua viéc gidi quyét cac
nhiém vu toén lién quan dén ch dé ham sé trong ba thé
gidi todn hoc [2]. Stewart va Thomas da van dung khung
li thuyét nay vao nghién ctiu nhan thic cla sinh vién déi
vGi cac khai niém t6 hop tuyén tinh va déc lap tuyén tinh
[3]. Nghién cttu da chi ra rang, sinh vién gap khé khan
dé thong hiéu cac dinh nghia hinh thic, déng thai chi ra
rang pham vi hién than cung cdp mét bé sung cé y nghia
cho su phat trién nhan thuc cla sinh vién lién quan dén
cac khai niém nay.

Chung t6i gidi thiéu khung Ii thuyét vé ba thé gigi
bi€u dat va thao tac toan hoc dugc xay dung, phat trién
bé&i Tall dong thai van dung né vao nglr canh day hoc
dao ham & phé théng. Cu thé hon, trong nghién ctu nay,
chuiing t6i sé phan tich cac khia canh nhan thic cta HS I6p
11 vé ch(i dé dao ham qua ba thé gigi toan hoc. Tiép theo,
chiing téi gidi thiéu tom tat khung li thuyét vé ba thé gigi
toan hoc va van dung vao khai niém dao ham. Sau d¢,
ching t6i mo td phuong phap nghién ciu va phan tich
di liéu thuc nghiém. Phan cudi cta bai viét, ching toi
néu lén cac két luan cdia nghién ctu va dinh hudng van

dung khung li thuyét nay vao day hoc toan. Nghién ciru
nay duoc tai trg béi Quy Phdt trién Khoa hoc va Céng
nghé quéc gia (NAFOSTED) trong dé tai ma sé VI1.99-
2012.16.

2. Li thuyét ba thé giéi toan hoc

Li thuyét ba thé gigi toan hoc chia sé cac quan diém
kién tao vé cac giai doan phat trién nhan thiic ca nhan (tri
giac, hanh déng, phan anh) clia Piaget [4] va cac cach thuc
biéu dat tri tué (biéu dat qua hanh dong, biéu dat hinh
tuong, biéu dat biéu tuong) trong qua trinh phat trién
nhan thiic cGia Bruner [5]. Dua trén nhiing cdng trinh nay,
Tall d& mé ta dic trung cla su phat trién nhan thic toan
hoc clia HS qua ba thé gidi biéu dat va thao tac: Hién than
y niém, biéu tugng héa thao tac va hinh thic hoéa tién dé.

Thé gidi hién than y niém (goi tat la hién than) la
pham vi cla cac trai nghiém cam giac, hinh anh va hanh
doéng trén cac déi tugng (thuc hodc a0). Trong thé gidi
nay, HS tri nhan déi tugng qua truc giac, thao tac, hanh
doéng véi su ho trg ctia ngdén ngi. Cac hoat déng trong
pham vi ndy cung cdp nén tdng ban dau cho su phat trién
nhan thirc ctia HS vé déi tugng toan hoc hudng dén. Khai
niém thé gidi hién than & trén dugc ké thua tir cac két qua
gan day trong khoa hoc nhan thiic nhu li thuyét hién than
cla Lakoff va Nunez [6].

HINH THUC
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Hinh 1: Ba thé gi6i todn hoc theo Tall

Thé gi6i biéu tugng hoéa thao tac (goi tat la biéu
tugng) dé cap dén cac biéu tuong (symbols) ma ching
ta sit dung dé tinh toan trong s6 hoc hodc la thao tac
dé bién déi hinh thic trong dai s6, gidi tich... Trong thé
gidi nay, méi biéu tugng toan hoc cé thé dugc nhin nhan
déng thai dudi hai khia canh: Mot qua trinh thao tac hoac
mot d6i tugng (hay khai niém) toan hoc. Gray va Tall dua
ra khéi niém procept dé mé ta vai tro d6i ngau nay cla
mét biéu tugng hay ki hiéu toan hoc. Mot procept la tap
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hgp cla ba thanh phan: Mot qua trinh thao tac va tinh

toan cho phép hinh thanh nén mét déi tugng toan hoc

va mét biéu tugng biéu dat qua trinh hodc déi tugng doé.

Chang han, biéu tugng lim f(x) = L c6 thé nhin nhan
Xx—a

déng thai dudi hai géc do: Qua trinh tinh toan gidi han

(x dantdi @ va f(x) dan t6i L) hodc d6i tugng (hay
khai niém) toan hoc “giGi han ham s6 tai mot diém”. Ban
chat d6i ngau nay clia céc biéu tugng toan hoc cho phép
chuing ta thuc hién cac thao tac tinh toan va bién déi hoac
dé tu duy vé mét khai niém hay déi tuong toan hoc lién
quan [7].

Thé gidi hinh thic héa tién dé (goi tat la hinh thirc)
lién quan dén céac déi tugng todn hoc dugc dinh nghia
hinh thic dya trén tién dé. Day la pham vi ca toan hoc
hinh thuc va chat ché trong d6 céc tinh chat dugc suy ra
bang suy luan dién dich va chiing minh hinh thic dua
trén cac dinh nghia va tién dé. Pham vi nay tuong ung véi
muc d6 cao han trong tu duy todn hoc clia HS.

Méi thé gidi toan hoc cé déi tugng, hinh thic biéu
dat va kiéu hgp thuc chan li khac nhau. Trong thé gidi hién
than, cac déi tugng toan hoc dugc phan biét bai cac dac
trung hinh anh, vat li va viéc nhan thiic cac doi tuong dugc
dua trén tryc gidc, cdm gidc, van dong... Trong pham vi nay,
viéc hgp thic moét lap luan chi dua trén cac tinh chat dugc
tri nhan bang truc gidc, cdm giac. Trong thé gidi biéu tugng,
méi ddi tugng toan hoc la két qua clia mét qua trinh va
duoc biéu dat b&i mét biéu tuong hay ki hiéu toan hoc. Viéc
hop thuic chan |i trong pham vi nay dua trén tinh toan va
thao tac trén cac biéu tugng. Trong thé gidi hinh thuc, cac
déi tuong toan hoc da dugc hinh thiic hda bang dinh nghia
va tién dé. Viéc hgp thiic mot 1ap luan trong pham vi hinh
thuc dya trén cac chiing minh toén hoc.

3. Ba thé gidi toan hoc trong ngir cdnh dao ham

Pao ham la mot trong nhing khai niém co s& clia
giai tich toan hoc. Lich st khai niém dao ham gan lién vai
lich st ciia phép tinh vi tich phan. Cac nghién ctu lich st
va tri thiic luan cho thay khai niém dao ham dugc hinh
thanh ti hai ngir canh: Ngir cdnh thi nhat la cac bai toan
trong vat |i nhu van téc tdc thai, téc do thay déi ctia mot
dai lugng; ng( canh thu hai la cac bai toan tim cuc tri va
xac dinh ti€p tuyén cta cia mét dudng cong. Nghién cliu
cUa Grabiner cho thay khai niém dao ham dugc st dung
dau tién nhu mét cong cu dé gidi quyét cac bai toan dat ra
trong hai ngr cdnh trén, sau dé dugc méi dugc khdm pha
va phat trién, cudi cung dugc dinh nghia hinh thiic mot
cach chat ché [8]. Khai niém dao ham cé thé dugc xem xét
trong nhiéu hé théng biéu dat khac nhau nhu sé hoc, d6
thi, biéu tuong. Dac diém nay mang dén nhiing tiém nang
dé nhan thuc khéi niém nay trong ba thé gidi toan hoc.

Trong thé giGi hién than, HS c6 co hoi trai nghiém véi
cac hinh anh truc quan khac nhau lién quan dén y nghia
dao ham. Chdng han, truot ban tay theo mét dudng cong
cho truéc cho ta cdm nhan vé do déc tai ting diém cla
dudng cong dé. Phéng to 1an can ctia mot diém nao d6
cla dudng cong cho ta cdm nhan khac nhau vé dang diéu
dudng cong tai 1an can dé: Néu ham s6é biéu dién dudng
cong c6 dao ham trong lan can dé thi phan dudng cong
trong lan can dé tréng giéng dudng thang (tinh thang
hang dia phuang); Néu ham s8 biéu dién dudng cong
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khéng c6 dao ham tai mét diém trong lan can thi tai dé

dudng cong bij “gay”.

i

Hinh 2 : Trai nghiém trong thé gici hién than véi khdi niém
dao ham

Nhing hinh anh truc quan vé dé déc hay tinh thang
hang dia phuang trong thé gigi hién than cung cdp nén
tang ban dau cho su phat trién nhan thic cta HS vé dao
ham.Trong thé gidi biéu tuong, HS c6 co hdi lién két nhiing
hinh anh nay vaéi cac biéu tugng va ki hiéu dai s6 clia dao
ham. Chang han, viéc tinh toan d6 déc cda tiép tuyén tai
diém mot diém dugc hé trg béi hinh anh truc quan trong
thé gidi hién than. Thé gidi hinh thiic danh cho dinh nghia
dao ham, cac tinh chat lién quan dén dao ham.

D6 déc clia cat tuyén R
AM ctia d6 thi ham sé

fx)=x":

S(x+h)-f(x)

h
_x2+2xh+hz—x2
S
=2x+h.

Khi A nho, d6 déc
8n dinh & quanh gia tri
2x .

Nhu vay, khai niém dao ham cé nhiing khia canh dac
trung c6 thé dugc biéu dat va thao tac trong ba thé gigi
todn hoc & trén. Trong nghién ctiu nay, ching toi sé xem
xét cac dac trung nay thé hién qua viéc thiét k& cac nhiém
vu todn phu hgp cho ting pham vi va phan tich tu duy HS
thé hién nhu thé nao trong ba thé gidi toan hoc.

4. Phuong phap nghién ctu

Dai tugng tham gia vao khao sat thuc nghiém géom
30 HS I6p 11 & mét trudng trung hoc phé théng trén dia
ban tinh Quang Binh. Phan I6n HS c6 trinh d6 & muc trung
binh kha. D{r liéu dugc thu thap bang cach st dung mét
phiéu hoc tap va bai phéng van nlta cau trac. Phiéu hoc
tap bao gém tam bai toan véi cac nhiém vu dugc thiét
ké& dua trén khung li thuyét vé ba thé gidi toan hoc. Cac
phéng van ca nhan dugc thuc hién trong khoang thai
gian ba tuan sau khi hoan thanh thu thap di liéu tir phiéu
hoc tap v6i muc dich tim hiéu sau hon nhan thuc cda HS
lién quan dén dao ham.

5. Két qua nghién citu

5.1. Trong thé gi6i hién thdan

Chung t6i thiét ké bai tap sau day dé phan tich tu
duy cta HS vé dao ham trong thé gidi hién than. Muc tiéu
clia bai toan la tir hinh anh truc quan da cho vé dé thi ham
s6 va hudng hodc do doc cla tiép tuyén HS nhan ra moi
lien hé véi dau clia dao ham tai mot diém. HS c6 thé dua
vao hudng cua ti€p tuyén hodc goc gila ti€p tuyén véi

Hinh 3: Thao tdc trong thé gidi
biéu tugng
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truc hoanh dé tra 15i cac cau hoi.
Bai tap 1. Hinh bén la d6 thi ham sé y= f(x) trén khodng

(a;b). Biét réing tai cdc diém M,,M, va M, , dé thi ham sé c6
cdc tiép tuyén duoc thé hién trong hinh vé. Dua vdo hinh vé em
hdy néu nhdn xét veé:

a) Dau ctia f"(x,) ? Gidi thich ?
b) D4u ctia f"(x,) ? Gidi thich?

¢)Dau cta f"(x,)? Gidi thich ?

Két qua thuc nghiém cho thay cau a) c6 18 HS tra 15
dung, 12 HS trd 16i sai hoac khong ¢6 cau trd 16i. Trong 18
HS tra 16i ddng c6 11 HS giai thich thong qua khai niém
“dd doc” clia dudng tiép tuyén da dugc gido vién gidi
thiéu trudc dé, 7 HS con lai dya vao géc gitta duong tiép
tuyén véi truc hoanh Ox. Cau b) c6 15 HS dua ra dap an
dang, 15 HS con lai dua ra dap an sai. Trong s6 15 HS dua
ra dap an didng cé 8 HS st dung “d6 déc” trong giai thich
ctia minh, 7 HS con lai tim goc gitia ti€p tuyén tai diém va
truc hoanh cho giai thich ctia minh.

Giai thich theo d6 déc ciia ti€p tuyén
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Cau c) c6 16 HS tra 16i dung, 14 HS tra 16i sai hoac
khéng ¢6 cau tra I16i. Nhin chung, phan 16n HS c6 thé giai
thich dau cta cac dao ham chi dua vao hinh anh d6 thi
va tiép tuyén. Mot sé HS ¢6 gang tinh chinh xac gia tri
X,,%,,X; Va xac dinh cong thiic ham s6 r6i tinh dao ham

tai diém do6 nhung khéng thanh céng. Diéu nay c6 thé
dugc giai thich rang do trong thuc hanh day hoc dao ham
hién tai, HS ch yéu quen thudc vadi cac bai tap lién quan
dén thao tac va tinh toan trong thé gigi biéu tugng hon

trong thé gidi hién than.

5.2. Trong thé giéi biéu tuong

Chung t6i chon bai todn sau chiia dung cac khia
canh dic trung thudc thé gigi biéu tugng dé phan tich tu
duy ctia HS.

Bai tap 2. a) Him s6 y = f(x) dudgc xac dinh bdi
dang thuc

x’y+2y=2x>—xy+1. Tim dao ham y'?

b) Pao ham clia mot ham sé f(x) la f'(x)=ax’+b.
V6i nhiing gia tri nao cGa a va b thi dé déc cda tiép tuyén
VGi v6i d6 thi ham f tai x = 0 sé nhan gia tri duong? Giai
thich ?

& thé gidi biéu tuong, HS chli yéu tinh toan va thao
tac trén cac biéu tuong va ki hiéu lién quan dén dao ham.
Chung téi thiét ké bai tdp nay nhdm xem xét kha nang
tinh toan va lap luan cda HS lién quan dén dao ham tai
mot diém, trong mai lién hé véi hinh anh vé dé déc cua
ti€p tuyén trong bai tap thd nhat. Cau a) cé 25 HS dua
ra dugc dap an chinh xac cho yéu cau tinh dao ham cua

ham s6 dugc cho bai déng thic x>y +2y =2x> —xy+1,

tat ca cac HS dua ra cau trd |&i chinh xac déu biét cach dua
phuong trinh da cho vé dang ham s6 y = f(x). C6 3 HS

bién déi sai trong qua trinh nay nén khéng dua ra dugc
ham s6 dung, 2 HS con lai da khéng dua ra dugc cau tra
15i. & cau b), c6 16 HS dua ra dugc cau tra 16 dung. Trong
14 HS tra |6i chua chinh xac hodc khéng c6 cau trd 16i c6 8
HS dua ra dap an b >0 ma khéng can quan tam dén gia

tri cGia a, 5 HS dua ra nhiing gidi thich khong chinh xac va
1 HS khong dua ra dugc cau trd 16i. Sau day la gidi thich
clia mot sé HS cho cau hoi b):

HS Giai thich
vl e cun [wn h\.;aw i, 41 cas.. s 1ia ]f hi.x=0
alle) s gt b s b
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Phong
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5.3. Phéi hop ba thé giéi

Dé xem xét HS nhan thic nhu thé nao va trong thé
gidi nao trudc maét bai toan cho trudc, ching téi thiét ké
mét nhiém vu cho phép HS c6 thé xem xét né trong ca ba
thé gidi la hién than, biéu tugng va hinh thic. Néi dung
clia nhiém vu toan nay dua theo tai liéu ctia Tall [9] :

Bai tdp 3. Hay gidi thich tinh ding sai cia ménh dé:
“Dao ham ctia mét ham sé chdn la mot ham sé6 16" véi gia
thiét rang ham s6 c6 dao ham trén tdp sé thuc R .

Dai vdi bai tap nay, HS c6 thé xem xét va gidi thich
trong cac thé gidi biéu dat va thao tac khac nhau. Chang
han, trong thé gidi hién than, HS c6 thé dua vao tinh déi
xtng ctia d6 thi mot ham s chdn qua truc tung dé suy ra
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tinh déi nhau cda
d6 déc cua cac
tiép tuyén tuong
Uing tai hai diém
bat ki déi xing
nhau qua truc
tung nhu sau:

HS cing cé
thé 1ap luan va
tinh toan, bién d6i dua trén cac ki hiéu ctia dao ham dé
gidi thich cho cau tra 16i, tic la lam viéc trong thé gidi biéu
tugng. HS c6 thé 1ap ludn mét cach khai quat hon trong

thé giGi hinh thic nhu sau: TU ddng thic f(-x) = f(x),
lay dao ham hai vé va theo quy tac dao ham ctia ham hgp

tadugc f'(—x)=—f(x).Vay £ (x) 13 ham s I&.

Dt liéu thuc nghiém cho thay, hau hét HS déu giai
thich va tra 15i bai toan dua ra trong thé gidi biéu tugng,
bang cach bién déi dua trén biéu thic dao ham. Mot s6
bai lam sau day minh hoa diéu doé :

HS Giai thich
PTORN W (Gl R A W 1S B [
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Cac cach giai thich dya trén d6 thi, hinh anh truc
quan trong thé gidi hién than hodc lap luan hinh thic
khong dugc HS st dung trong bai tap nay. Diéu nay co
thé dugc li gidi nhu la anh hudng clia thé ché day hoc dao
ham hién tai dén nhan thic ctia HS. Thuc t&, hé théng cac
bai tap trong sach gido khoa vé dao ham chu yéu dé cap
dén thao tac tinh toan va bién ddi thudc thé gisi biéu
tugng. Cac bai toan c6 lién quan dén dao ham trong thé
gidi hién than con rat han ché.

6. Két luan

Li thuyét vé ba thé gidi toan hoc cung cadp mét mé
hinh cho phép phan tich va hiéu vé su phat trién nhan
thiic toan hoc ctia HS ti thap dén cao. Trong nghién ctu
nay, chung téi da phan tich lam ré khung li thuyét nay,
thiét k& cac nhiém vu toan thudc ba thé gidi biéu dat,
thao tac khac nhau va xem xét kha nang lap luan ctia HS
trong cac thé gisi do. Phan tich cac bai lam cta HS cho
thay, nhiéu HS quen thudc Iap luan trong thé gidi biéu
tugng. Thé gidi hién than ho trg t6t cho HS trong budc
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dau nhan thuc vé khai niém dao ham, cung cap nén tang
dé tu duy HS phat trién dén cac muic cao va phuc tap hon.

Theo Tall, trong day hoc céc khai niém giai tich (gisi
han, dao ham, tich phan), HS nén dugc bt dau tiép can
chuing trong thé gidi hién than trudc, sau d6 dén thé gidi
biéu tugng va cudi cling la thé gidi hinh thic. Mét cach
ti€p can day hoc c6 dién theo thi tu Binh nghia - Dinh li -
Chuing minh sé kho dé HS c6 thé phat trién tu duy va hiéu
sau sac cac khai niém nay [1].
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SUMMARY

The article refers to three Maths world theory and its
application into Maths teaching in derivatives. The author
focused on research to clarify theoretical framework and
analysis of students’ thinking in grade 11 shown in three
worlds-that called embodiment, symbol and form. The study
results showed that the embodiment world is needed to
provide the initial platform for the development of students’
cognition and thinking about the concept of derivatives, then
move to higher level of awareness-realize symbols and forms.
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